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KAPITEL 1

Die Theorie der Martingale

Die von J. L. Doob begründete Theorie der Martingale ist zentral für die
Untersuchung der fast sicheren Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen.
Martingale werden mittels bedingter Erwartungen definiert.

Es sei (Xn)n eine unabhängige Folge integrierbarer reeller Zufallsvariablen,
Sn := X1 + · · · + Xn. Offenbar gilt σ(S1, . . . , Sn) = σ(X1, . . . , Xn). Da Xn+1

unabhängig von σ(X1, . . . , Xn) ist, also auch von σ(S1, . . . , Sn), folgt

E
(
Xn+1|S1, . . . , Sn

)
= E(Xn+1) P-f.s.

Weiter gilt E(Xi|S1, . . . , Sn) = Xi P-f.s. für alle i = 1, . . . , n, also bei Summa-
tion

E(Sn+1|S1, . . . , Sn) = Sn + E(Xn+1) P-f.s.

Sind alle Xn zentriert, so folgt

E(Sn+1|S1, . . . , Sn) = Sn P-f.s.

Gilt E(Xn) ≤ 0 (bzw. ≥ 0) für alle n, so folgt entsprechend

E(Sn+1|S1, . . . , Sn) ≤ Sn (≥ Sn) P-f.s.

jeweils für alle n ∈ N.

Sei speziell Xn ±1-wertig mit P (Xn = 1) = p und somit E(Xn) = 2p− 1
(Spiel zwischen Spieler und Bank eines Spielcasinos). Der Spieler verfolge die
folgende Strategie:

Vor Eintritt in das Spiel wählt er eine Folge (en)n, en : {−1,+1}n → R+.
Für die (n + 1)-te Spielrunde wird der vom Ausgang der vorangegangenen
n Runden abhängige Einsatz en(X1, . . . , Xn) geleistet. Die erste Runde wird
ohne vorherigen Einsatz gespielt. Der Gegenspieler leiste keine Einsätze. Sn

bezeichne den Gesamtgewinn des Spielers nach der n-ten Runde:

S1 := X1

Sn+1 := Sn + en(X1, . . . , Xn) ·Xn+1 .

Es gilt:

E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = Sn + en(X1, . . . , Xn)E(Xn+1|X1, . . . , Xn)

= Sn + en(X1, . . . , Xn)E(Xn+1)

= Sn + (2p− 1)en(X1, . . . , Xn).

3



4 1. DIE THEORIE DER MARTINGALE

Für p = 1/2 folgt
E(Sn+1|X1, . . . , Xn) = Sn P-f.s.

Analog für p < 1/2 (p > 1/2):

E(Sn+1|X1, . . . , Xn) ≤ Sn (≥ Sn) P-f.s.

Wir nehmen diese Beobachtungen zum Anlass für die folgenden Defini-
tionen. Es sei (Ω,A, P ) ein W-Raum.

1.1 Definition

(a) Eine Filtrierung von A ist eine Folge (An)n von Teil-σ-Algebren von A mit
Am ⊂ An für m ≤ n. Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n auf (Ω,A, P )
heißt (An)n-adaptiert (oder angepasst), wenn Xn für jedes n ∈ N An-
messbar ist.

(b) Sei (Xn)n eine (An)n-adaptierte Folge von integrierbaren Zufallsgrößen.
(Xn)n heißt

– (An)n-Martingal , falls E(Xn|Am) = Xm P-f.s. für alle m,n ∈ N mit
m ≤ n gilt.

– (An)n-Submartingal , falls E(Xn|Am) ≥ Xm P-f.s. für alle m,n ∈ N mit
m ≤ n gilt.

– (An)n-Supermartingal , falls E(Xn|Am) ≤ Xm P-f.s. für alle m,n ∈ N
mit m ≤ n gilt.

1.2 Bemerkungen

(a) (Xn)n ist adaptiert an (FX
n )n mit FX

n := σ(Xj, j ≤ n). Man spricht bei
dieser Filtrierung auch von der kanonischen Filtrierung .

(b) Um nachzuprüfen, dass (Xn)n ein Martingal ist, reicht es natürlich, dass

E(Xn+1|An) = Xn P-f.s.

für alle n ∈ N gilt. (Entsprechendes für Sub- bzw. Supermartingale.) Dies
folgt aus der P-fast sicheren Gleichheit

E(Xn+2|An) = E
(
E(Xn+2|An+1)|An

)
= E(Xn+1|An) = Xn.

(c) Das Wort
”
Martingal“ hat mehrere Bedeutungen. Es steht für

”
Hilfszügel

beim Zaumzeug“ eines Reitpferdes, welches zu starke Kopfbewegungen des
Pferdes verhindert, aber auch für ein die Takelage bei Segelschiffen absi-
cherndes Seil. Vor allem bedeutet es aber wohl eine Spielstrategie beim
Roulettespiel, im Provenzalischen genannt

”
jouga a la martegalo“. Diese

Strategie besteht in der jeweiligen Verdoppelung des beim vorausgegange-
nen Spiel verlorenen Einsatzes, ein Spezialfall des in den Vorbemerkungen
betrachteten Beispiels, welches wir in Beispiel 1.3 (g) genauer betrachten.
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Bei der Wahl der kanonischen Filtrierung (FX
n )n nennen wir die Filtrie-

rung nicht extra.

Wir sammeln Beispiele:

1.3 Beispiele

(a) Die eindimensionale symmetrische Irrfahrt auf Z mit Zeitachse N0 ist ein
Martingal.

(b) Sei (Xn)n die symmetrische Irrfahrt auf N mit Start in 1 und Absorption
in 0. Also pi,i+1 = pi,i−1 = 1/2 für i ∈ N und p0,0 = 1. Also gilt für n ∈ N0

fast sicher

E(Xn+1|FX
n ) = E(Xn+1|X1, . . . , Xn) =

∑

j∈N0

jpXn,j = Xn ,

also ist diese Irrfahrt ein Martingal.

(c) In den Vorbemerkungen haben wir schon die Verallgemeinerung von (a)
gesehen: Sind (ξn)n, n ∈ N, unabhängige und identisch verteilte, inte-
grierbare Zufallsgrößen mit E(ξj) = 0, so sei X0 := 0, Xn :=

∑n
j=1 ξj,

n ∈ N, und A0 := {∅,Ω} und An := σ(ξj, j ≤ n). Dann ist (Xn)n ein
(An)n-Martingal.

(d) (Levy’s Martingal) Es sei (An)n eine beliebige Filtrierung und X ∈
L1(Ω,A, P ). Dann ist die Folge der bedingten Erwartungswerte

Xn := E(X|An) , n ∈ N ,

offensichtlich ein Martingal, denn es gilt P-f.s.

E(Xn+1|An) = E
(
E(X|An+1)|An

)
= E(X|An) .

Nicht jedes Martingal kann in dieser Weise dargestellt werden, wie wir
noch sehen werden.

(e) (exponentielles Martingal) Die ξn, n ∈ N, und die Filtrierung seien wie
in (c) gewählt. Es sei Eξj 6= 0 zugelassen. Es existiere ein λ0 > 0 mit
M(λ) := E(eλξj ) <∞ für |λ| ≤ λ0.

Sei X0 ≡ 1 und

Xn := exp
(
λ

n∑

j=1

ξj

)
M(λ)−n , n ∈ N .
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Dann ist für die entsprechenden Werte von λ die Folge (Xn)n ein (An)n-
Martingal, denn es gilt P-f.s.

E(Xn+1|An) = M(λ)−n−1 exp
(
λ

n∑

j=1

ξj
)
E(eλξn+1 |An)

= M(λ)−n−1 exp
(
λ

n∑

j=1

ξj
)
E(eλξn+1)

= M(λ)−n exp
(
λ

n∑

j=1

ξj
)

= Xn .

(f) Durch Differentiation nach λ in λ = 0 lassen sich aus Beispiel (e) neue
Martingale gewinnen. Einmalige Differentiation liefert (c), zweimaliges
Differenzieren:

d2

dλ2
Xn

∣∣∣
λ=0

= S2
n − 2nSnM

′(0) + n(n+ 1)M ′(0)2 − nM ′′(0)

mit Sn :=
∑n

j=1 ξj, M
′(0) = Eξj, M ′′(0) = E(ξ2

j ) . Die rechte Seite ist ein

(An)n-Martingal (Übung), sofern ξj ∈ L2(Ω,A, P ).

(g) (Martingal-Wettstrategie) Sei (Xn)n die Folge ±1-wertiger unabhängiger
Zufallsgrößen mit P (Xi = 1) = 1/2. Der Spieler1 setzt 1 Einheit Einsatz
zu Beginn und verdoppelt seinen Einsatz so lange, bis zum ersten Mal 1
erscheint, um dann aufzuhören! Mn bezeichne den Gewinn nach n Würfen
mit M0 = 0. Im Fall eines Gewinns hört der Spieler auf: P (Mn+1 = 1|Mn =
1) = 1. Erscheint n Mal stets −1, beträgt der Verlust 1+2+4+· · ·+2n−1 =
2n − 1 Einheiten. Dann wird der Einsatz auf 2n verdoppelt. Es gilt:

P
(
Mn+1 = 1|Mn = −(2n − 1)

)
= P (Xn+1 = 1) =

1

2

und

P
(
Mn+1 = −(2n+1 − 1)|Mn = −(2n − 1)

)
= P (Xn+1 = −1) =

1

2
,

also

E
(
Mn+1|Mn = −(2n − 1)

)
= 1 · 1

2
+ (−2n+1 + 1) · 1

2
= −2n + 1 ,

also ist (Mn)n ein Martingal bezüglich (An)n mit An :=
σ(M0, X1, . . . , Xn).

1siehe einleitendes Beispiel
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1.4 Lemma Sei (Xn)n ein (An)n-Martingal (bzw. Submartingal).

(a) Ist (Bn)n eine weitere Filtrierung von A mit Bn ⊂ An für alle n ∈ N und
ist (Xn)n an (Bn)n adaptiert, so ist (Xn)n auch ein (Bn)n-Martingal (bzw.
Submartingal)

(b) Es gilt E(Xn) = E(Xm) (bzw. E(Xn) ≥ E(Xm)) für alle m,n ∈ N mit
m ≤ n.

(c) Ist ϕ eine konvexe Funktion mit E |ϕ(Xn)| < ∞, n ∈ N, und (Xn)n ein
(An)n-Martingal, so ist

(
ϕ(Xn)

)
n

ein Submartingal bzgl. (An)n.

Beweis: Definition 1.1 und in (c) verwende man die Jensensche Ungleichung
für bedingte Erwartungen, siehe Satz 13.7., Wahrscheinlichkeitstheorie. �

Martingale beschreiben im Sinne der einführenden Beispiele faire Spiele.
Beispiel 2.3 (g) beschreibt eine Strategie, mit der in einem fairen Spiel Ge-
winn gemacht werden kann! Es gilt für τ := inf{n ≥ 0;Mn = 1} stets Mτ = 1,
während M0 = 0 ist. τ ist dabei eine zufällige Zeit. Bei gewissen Einschränkun-
gen an diese zufällige Zeit τ werden wir aber sehen, dass man

”
in einem fairen

Spiel“ keinen Gewinn machen kann. Dies wird der Inhalt des sogenannten

”
Optional-Sampling-Theorems“ werden.

1.5 Definition Sei (An)n eine Filtrierung von A. Eine Abbildung τ : Ω →
N ∪ {+∞} =: N̄ heißt Stoppzeit, falls {τ ≤ n} ∈ An für alle n ∈ N gilt.

1.6 Bemerkungen

(a) τ : Ω → N̄ ist genau dann eine Stoppzeit, wenn {τ = n} ∈ An für alle
n ∈ N gilt. Denn

{τ = n} = {τ ≤ n}\{τ ≤ n− 1} ∈ An ,

falls τ eine Stoppzeit ist. Außerdem ist {τ ≤ n} =
⋃

m:m≤n{τ = m} ∈ An,
falls alle {τ = n} ∈ An, n ∈ N.

(b) Ist τ eine Stoppzeit, so gilt

{τ = ∞} =
(⋃

n∈N

{τ ≤ n}
)c

∈ A∞ := σ
(⋃

n∈N

An

)
.

1.7 Beispiele

(a) Konstante Abbildungen τ : Ω → N̄ sind Stoppzeiten.

(b) (Xn)n sei eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einem Messraum
(E, E), An := σ(Xj, j ≤ n), n ∈ N, und A ∈ E . τA : Ω → N̄ sei definiert
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durch
τA(ω) := inf

{
n ∈ N : Xn(ω) ∈ A

}
.

Setze inf ∅ = ∞. Dann ist τA eine Stoppzeit, denn

{τA ≤ n} =

n⋃

m=1

{Xm ∈ A} ∈ An , n ∈ N .

Sei weiter τ eine Stoppzeit, so setzen wir

Aτ :=
{
A ∈ A∞ = σ

(⋃

n∈N

An

)
|A ∩ {τ ≤ n} ∈ An für alle n ∈ N

}
.

Ein Ereignis liegt in Aτ , wenn es durch den Ablauf des
”
Prozesses“ bis zum

Zeitpunkt τ festgelegt ist.

1.8 Lemma Aτ ist eine σ-Algebra.

Beweis: Ω ∈ Aτ , da τ eine Stoppzeit ist. Ist A ∈ Aτ , so gilt für jedes n ∈ N

Ac ∩ {τ ≤ n} = {τ ≤ n}\
(
A ∩ {τ ≤ n}

)
∈ An .

Sind Ak ∈ Aτ für jedes k ∈ N, so folgt für jedes n ∈ N
(⋃

k∈N

Ak

)
∩ {τ ≤ n} =

⋃

k∈N

(
Ak ∩ {τ ≤ n}

)
∈ An . �

1.9 Lemma Ist τ ≡ n für ein n ∈ N, so ist Aτ = An.

Beweis: Übung. �

1.10 Lemma Es seien τ und σ zwei Stoppzeiten.

(a) Das Minimum τ ∧ σ := min{τ, σ} und das Maximum τ ∨ σ := max{τ, σ}
sind Stoppzeiten.

(b) Gilt σ(ω) ≤ τ(ω) für alle ω ∈ Ω, so gilt Aσ ⊂ Aτ .

(c) Die Stoppzeit τ ist Aτ -messbar.

(d) {σ ≤ τ} ∈ Aσ ∩ Aτ und allgemeiner ist für alle A ∈ Aσ das Ereignis
A ∩ {σ ≤ τ} in Aσ ∩ Aτ .

(e) Ist τ ′ : Ω → N̄ eine Aτ -messbare Abbildung und gilt τ ′ ≥ τ , so ist τ ′ eine
Stoppzeit.

(f) τ + σ ist eine Stoppzeit.
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Beweis:

(a) n ∈ N: {τ ∨ σ ≤ n} = {τ ≤ n} ∩ {σ ≤ n} und {τ ∧ σ ≤ n} = {τ ≤
n} ∪ {σ ≤ n}.

(b) Sei A ∈ Aσ. Mit {τ ≤ n} ⊂ {σ ≤ n} und A ∩ {σ ≤ n} ∈ An folgt
A ∩ {τ ≤ n} =

(
A ∩ {σ ≤ n}

)
∩ {τ ≤ n} ∈ An für jedes n ∈ N.

(c) Für n,m ∈ N gilt

{τ ≤ n} ∩ {τ ≤ m} = {τ ≤ n ∧m} ∈ An∧m ⊂ Am .

Dies gilt für alle m, also {τ ≤ n} ∈ Aτ für alle n. Damit ist τ Aτ -messbar.

(d) Wir zeigen: A ∩ {σ ≤ τ} ∈ Aσ∧τ für alle A ∈ Aσ. Mit (a) und (b) ist
Aσ∧τ ⊂ Aσ ∩ Aτ . Für n ∈ N ist

A ∩ {σ ≤ τ} ∩ {σ ∧ τ ≤ n} = A ∩ {σ ≤ τ} ∩ {σ ≤ n}

= A ∩ {σ ≤ n} ∩
n⋃

m=1

{σ ≤ m} ∩ {τ ≥ m} ∈ An ,

denn A ∩ {σ ≤ n} ∈ An und {σ ≤ m} ∩ {τ ≥ m} ∈ Am ⊂ An. Also
A ∩ {σ ≤ τ} ∈ Aσ∧τ .

(e) Für n ∈ N gilt {τ ′ ≤ n} = {τ ′ ≤ n} ∩ {τ ≤ n} ∈ An, da {τ ′ ≤ n} nach
Voraussetzung in Aτ ist.

(f)

{τ + σ ≤ n} =
⋃

k,l∈N:
k+l≤n

{τ ≤ k} ∩ {σ ≤ l} ∈ An.

�

Sei (An)n∈N0 eine Filtrierung von A.

1.11 Definition

(a) Eine Folge V := (Vn)n∈N von Zufallsgrößen heißt vorhersehbar bzgl.
(An)n∈N0, wenn Vn für jedes n ∈ N bezüglich An−1 messbar ist.

(b) Sind V und X := (Xn)n∈N0 zwei Folgen von Zufallsgrößen, so definieren wir
eine neue Folge V • X = (Yn)n∈N0 durch Y0 = 0 und Yn :=

∑n
k=1 Vk(Xk −

Xk−1) für alle n ∈ N. V • X heißt Martingaltransformation (von X unter
V), wenn X ein Martingal ist.

1.12 Bemerkung Ist X ein Martingal, so werden die Zuwächse (Martingaldif-
ferenzen) Xk−Xk−1 durch Vk gewichtet. In einer Spielsituation gibt Xk−Xk−1

den Ausgang der k-ten Spielrunde an und Vk den Einsatz des Spielers, den er
vorher festzulegen hat (

”
vorhersehbar“).
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1.13 Lemma

(a) Sei X = (Xn)n∈N0 ein Supermartingal und V = (Vn)n∈N ein vorhersehbarer

”
Prozess“ mit Vn ≥ 0 und ‖Vn‖∞ <∞ für alle n ∈ N. Dann ist V • X ein

Supermartingal. Ist X ein Martingal, so auch V • X.

(b) In (a) kann die Voraussetzung ‖Vn‖∞ <∞ ersetzt werden durch ‖Vn‖2 <
∞, falls ‖Xn‖2 <∞ für alle n ∈ N0 gilt.

Beweis: Sei V • X = (Yn)n∈N0 . Für n ∈ N folgt unter den Voraussetzungen in
(a) oder (b) die Integrierbarkeit von Yn. Weiter gilt P-f.s.

E(Yn|An−1) = Yn−1 + VnE(Xn −Xn−1|An−1) ≤ Yn−1 .

Die letzte Ungleichung ist eine Gleichung, falls X ein Martingal ist. �

Wir untersuchen den wichtigen Spezialfall von Martingalstransformatio-
nen mittels einer Stoppzeit τ :

Sei V τ
n := 1{n≤τ}, n ∈ N. Da {n ≤ τ} = {τ ≤ n − 1}c ∈ An−1, ist

Vτ = (V τ
n )n∈N vorhersehbar. Für jede Folge (Xn)n∈N0 folgt dann

(Vτ • X)n =
n∑

k=1

1{τ>k−1}(Xk −Xk−1)

=
τ∧n∑

k=1

(Xk −Xk−1) = Xτ∧n −X0 .

Wir definieren den zur Zeit τ gestoppten Prozess Xτ durch Xτ = (Xτ∧n)n∈N.

1.14 Satz (Optional-Sampling-Theorem) Es seien X ein Supermartingal
und τ eine Stoppzeit. Dann ist Xτ ein Supermartingal. Ist X ein Martingal, so
auch Xτ .

Es folgt insbesondere E(Xτ∧n) = E(X0) für alle n ∈ N0, wenn X ein
Martingal und τ eine Stoppzeit ist. Aber daraus folgt im Allgemeinen nicht
E(Xτ ) = E(X0), siehe etwa Beispiel 1.3 (g) oder:

1.15 Beispiel X = (Xn)n∈N0 sei die symmetrische Irrfahrt auf N0 mit Start in
1 und Absorbtion in 0. Nach Beispiel 1.3 (b) ist X ein (AX

n)n∈N0-Martingal. Sei
τ := inf{n ∈ N0|Xn = 0}. Wegen der Rekurrenz der eindimensionalen Irrfahrt
gilt P (τ <∞) = 1. Für jedes n ∈ N gilt

{τ ≤ n} =

n⋃

k=0

{Xk = 0} ∈ AX
n ,
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also ist τ eine (AX
n)n∈N0-Stoppzeit. Es gilt E(X0) = 1, also E(Xτ∧n) = 1 für

alle n ∈ N0 mittels Satz 1.14, aber offensichtlich ist E(Xτ ) = 0.

Es gibt hinreichende Kriterien für E(Xτ ) = E(X0) (
”
du kannst in einem

fairen Spiel keinen Gewinn machen“):

1.16 Satz Es seien τ eine Stoppzeit und (Xn)n∈N0 ein Supermartingal (bzw.
ein Martingal), die eine der folgenden Bedingungen erfüllen:

(a) τ ist beschränkt,

(b) τ ist P-f.s. endlich und (Xn)n∈N0 ist beschränkt:

P (τ <∞) = 1 , sup
n∈N0

‖Xn‖∞ <∞ ,

(c) E(τ) <∞ und supn∈N ‖Xn −Xn−1‖∞ <∞.

Dann ist Xτ integrierbar und es gilt

E(Xτ ) ≤ E(X0) (bzw. E(Xτ ) = E(X0)) .

Beweis: Nach Satz 1.14 gilt E(Xτ∧n) ≤ E(X0) (bzw. E(Xτ∧n) = E(X0)) für
jedes n ∈ N. Ist (a) erfüllt, so ist τ ∧ n = τ für ein genügend großes n ∈ N.
Unter (b) gilt limn→∞ E(Xτ∧n) = E(Xτ ) nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz. Ist (c) erfüllt, so existiert ein K > 0 mit P (|Xn −Xn−1| ≤ K) =
1 für alle n ∈ N. Also |Xτ∧n − X0| ≤ Kτ fast sicher. Wegen E(τ) < ∞
folgt limn→∞ E(Xτ∧n) = E(Xτ ) ebenfalls nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz. �

1.17 Korollar Seien (Xn)n∈N0 ein positives Supermartingal und τ eine endli-
che Stoppzeit. Dann gilt E(Xτ ) ≤ E(X0).

Beweis: Nach Satz 1.14 gilt E(Xτ∧n) ≤ E(X0) und mittels des Lemmas von
Fatou folgt

E(Xτ ) = E( lim
n→∞

Xτ∧n) ≤ lim
n→∞

E(Xτ∧n) ≤ E(X0) . �

Die betrachteten Stop- und Transformationstechniken werden wir auch
zum Beweis des sogenannten

”
upcrossing“-Lemmas von Doob verwenden.

Seien α = (αn)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen und a, b ∈ R mit a < b. Für
n ∈ N0 ist die Anzahl der aufsteigenden Überschreitungen des Intervalls [a, b]
durch die Folge α bis zum Zeitpunkt n definiert durch

Un[a, b](α) := sup
{
k ∈ N | es ex. 0 ≤ s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk ≤ n

mit αsi
< a, αti > b für alle i ∈ {1, . . . , k}

}
,
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wobei sup ∅ := 0 gesetzt wird.

Natürlich ist Un[a, b](α) ≤ n. Wir setzen

U∞[a, b](α) := sup
n∈N0

Un[a, b](α) .

1.18 Lemma Eine Folge α = (αn)n∈N0 konvergiert genau dann in R̄, wenn
U∞[a, b](α) <∞ für alle a, b ∈ Q mit a < b gilt.

Beweis: Wir argumentieren indirekt:

Es gilt:

lim inf
n→∞

αn < lim sup
n→∞

αn

⇔ ∃a, b ∈ Q mit lim inf
n→∞

αn < a < b < lim sup
n→∞

αn

⇔ ∃a, b ∈ Q mit a < b und U∞[a, b](α) = ∞ . �

1.19 Satz (Ungleichung von Doob) Es sei X = (Xn)n∈N0 ein Supermar-
tingal und a < b. Dann gilt für jedes n ∈ N0:

E
(
Un[a, b](X)

)
≤ 1

b− a
E
(
(Xn − a)−

)
,

wobei x− := max{0,−x} für alle x ∈ R.

Bevor wir den Beweis geben, ziehen wir Konsequenzen:

1.20 Satz (Doobscher Konvergenzsatz) Sei X = (Xn)n∈N0 ein Supermar-
tingal mit supn∈N0

E|Xn| <∞. Dann existiert X∞ := limn→∞Xn P-f.s. und ist
integrierbar.

Beweis von Satz 1.20: Seien a < b zwei reelle Zahlen. Nach dem Satz von der
monotonen Konvergenz gilt

(b− a)E
(
U∞[a, b](X)

)
= (b− a) lim

n→∞
E
(
Un[a, b](X)

)
.

Die rechte Seite kann mit 1.19 nach oben durch

sup
n∈N0

E
(
(Xn − a)−

)
≤ |a| + sup

n∈N0

E|Xn| <∞

abgeschätzt werden. Also ist P
(
U∞[a, b](X) <∞

)
= 1, also

P
( ⋂

a,b∈Q

a<b

{
U∞[a, b](X) <∞

})
= 1 .
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b

a

(Xn − a)−

Abb. 1.1: Pfad N0 3 n 7→ Xn(ω) eines Supermartingals.

Somit existiert nach Lemma 1.18 X∞ = limn→∞Xn in R̄ f.s. Nach dem Lemma
von Fatou ist

E|X∞| ≤ lim inf
n→∞

E|Xn| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| <∞ . �

1.21 Korollar Jedes nicht-negative Supermartingal (Xn)n∈N0 konvergiert f.s.
gegen eine integrierbare Zufallsgröße.

Beweis: Aus Xn ≥ 0 folgt E|Xn| = E(Xn) ≤ E(X0), also supn∈N0
E|Xn| < ∞.

�

1.22 Bemerkung Die Bedingung supn∈N0
E|Xn| < ∞ reicht im Allgemeinen

nicht für L1-Konvergenz aus. Siehe dazu Beispiel 1.15: Dort gilt EXn = 1 für
alle n ∈ N,Xn → 0 f.s. (siehe Korollar), aber die Erwartungswerte konvergieren
nicht, also gilt nicht L1-Konvergenz.

Beweis von 1.19: Wir konstruieren eine Martingaltransformation Y =
(Yn)n∈N0 von X. Mit Hilfe der nachfolgenden Regeln nutzt dabei Y alle
aufsteigenden Überschreitungen des Supermartingals X, um möglichst weit
nach oben zu gelangen:

(a) Starte mit Y0(ω) = 0. Ist X0 ≥ a, benutze Regel (b), andernfalls Regel (c).

(b) Warte so lange, das heißt setze Yn(ω) = Yn−1(ω), bis Xn(ω) < a ist.
Benutze dann für den nächsten Schritt Regel (c).

(c) Nutze die Zuwächse, das heißt setze Yn(ω) = Yn−1(ω) +Xn(ω)−Xn−1(ω),
bis Xn > b. Benutze dann für den nächsten Schritt Regel (b).

Da der Prozess Y jedes Mal mindestens die Höhe (b − a) gewinnt, wenn
X das Intervall [a, b] aufsteigend überschreitet, und Y seit der letzten Über-
schreitung höchstens die Höhe (Xn − a)− verloren haben kann, gilt für jedes
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0

Abb. 1.2: Der zu Abb. 1.1 gehörige Pfad N0 3 n 7→ Yn(ω) der Martingaltransformation.

n ∈ N0

Yn ≥ (b− a)Un[a, b](X) − (Xn − a)− . (1.1)

Y ist eine Martingaltransformation von X:

Vn :=

{
1{X0<a} für n = 1 ,

1{Vn−1=1,Xn−1≤b} + 1{Vn−1=0,Xn−1<a} für n ≥ 2 .

Damit ist nach Definition V = (Vn)n∈N vorhersehbar und

Yn =

n∑

k=1

Vk(Xk −Xk−1)

für alle n ∈ N0, also ist Y ein Supermartingal nach Lemma 1.13 (a), also gilt:

E(Yn) ≤ E(Y0) = 0 ,

und dies liefert mit (1.1) die behauptete Ungleichung. �

1.23 Beispiel (Polyas Urnenschema) In einer Urne liegen Rn rote und Sn

schwarze Kugeln zum Zeitpunkt n ∈ N0. Im Zeitintervall (n, n + 1) wird
die Urne gut gemischt, eine Kugel zufällig gezogen und zusammen mit ei-
ner zusätzlichen Kugel der gleichen Farbe zurückgelegt. Zum Zeitpunkt 0 sei
R0 = S0 = 1. Dann ist

{
(Rn, Sn)

}
n∈N0

eine Markovkette mit Zustandsraum

N2 und Übergangswahrscheinlichkeiten p
(
(r, s), (r + 1, s)

)
= r/(r + s) und
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p
(
(r, s), (r, s + 1)

)
= s/(r + s), (r, s) ∈ N2. Rn + Sn = n + 2, n ∈ N0. Sei

An := σ
(
(Ri, Si), i ≤ n

)
und

Xn :=
Rn

n+ 2
, n ∈ N0 .

Dann ist (Xn)n∈N0 ein (An)n∈N0-Martingal, denn für jedes n ∈ N0 gilt:

E(Xn+1 |An) = E
(Rn+1

n+ 3
|(Rn, Sn)

)

=
Rn

n+ 2

Rn + 1

n+ 3
+

(n + 2 −Rn)

n+ 2

Rn

n + 3

=
Rn

n+ 2
= Xn .

Es gilt Xn ≥ 0, also existiert X∞ := limn→∞Xn f.s. nach Korollar 1.21.

Etwas Kombinatorik führt zu P (Rn = j) = 1/(n + 1) für jedes j ∈
{1, . . . , n+ 1}. Ist f : [0, 1] → R stetig, so gilt

Ef(Xn) =
1

n + 1

n+1∑

j=1

f
( j

n+ 2

)
,

was für n→ ∞ gegen
∫ 1

0
f(x) dx konvergiert.

Andererseits folgt aus Xn → X∞ und dem Satz von Lebesgue von der
majorisierten Konvergenz

Ef(X∞) = lim
n→∞

Ef(Xn) .

Also ist Ef(X∞) =
∫ 1

0
f(x) dx. Dies gilt für jede stetige Funktion, und somit

ist die Verteilung von X∞ das Lebesgue-Maß auf [0, 1].

Wir diskutieren nun die L2-Konvergenz von Martingalen.

1.24 Definition Ein Martingal (Xn)n∈N0 heißt L2-Martingal, wenn für jedes
n ∈ N0 die Zufallsgröße Xn quadratisch integrierbar ist.

1.25 Satz Sei X = (Xn)n∈N0 ein L2-Martingal. Folgende Aussagen sind äqui-
valent:

(a) supn∈N0
E(X2

n) <∞,

(b)
∑∞

k=1 E
(
(Xk −Xk−1)

2
)
<∞,

(c) (Xn)n∈N0 konvergiert P-f.s. und in L2.
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Beweis: Quadratisch integrierbare Martingale haben unkorrelierte Zuwächse:
Für alle m,n ∈ N0 mit m < n gilt

E
(
(Xn −Xm)2

)
=

n∑

k=m+1

E
(
(Xk −Xk−1)

2
)
. (1.2)

Wir zeigen (1.2) via Induktion nach n: Für n = m + 1 ist (1.2) klar und für
n ≥ m + 2 gilt

E
(
(Xn −Xm)2

)
= E

(
(Xn −Xn−1)2

)
+ E

(
(Xn−1 −Xm)2

)

+ 2E
(
(Xn −Xn−1)(Xn−1 −Xm)

)
.

Für den dritten Summanden liefert das Einschieben eines bedingten Erwar-
tungswertes:

E
(
(Xn −Xn−1)(Xn−1 −Xm)

)

= E
(

E
(
(Xn −Xn−1)(Xn−1 −Xm)|An−1

))

= E
(
(Xn−1 −Xm)E(Xn −Xn−1|An−1)

)
= 0.

Mit der Induktionsvoraussetzung für n− 1 folgt (1.2) für n.

Für jedes n ∈ N0 folgt aus E(XnX0) = E
(
E(Xn|A0)X0

)
= E(X2

0 ) und
(1.2):

E(X2
n) − E(X2

0 ) = E
(
(Xn −X0)

2
)

=

n∑

k=1

E
(
(Xk −Xk−1)

2
)
,

also die Äquivalenz von (a) und (b). (a) folgt aus der L2-Konvergenz in (c).

Wir zeigen noch, dass (c) aus (a) und (b) folgt: Aus (a) folgt
supn∈N0

E|Xn| < ∞ und somit mit Satz 1.20, dass X∞ := limn→∞Xn P-f.s.
existiert. Aus dem Lemma von Fatou und (1.2) folgt

E
(
(X∞ −Xm)2

)
≤ lim inf

n→∞
E
(
(Xn −Xm)2

)

=
∞∑

k=m+1

E
(
(Xk −Xk−1)

2
)
,

was nach (b) für m→ ∞ gegen Null konvergiert. �

1.26 Bemerkung Aus der L2-Beschränktheit eines Martingals folgt Konver-
genz in L2, aus der L1-Beschränktheit folgt P-fast sichere Konvergenz, aber
nicht L1-Konvergenz, siehe Beispiel 1.15.
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Wir diskutieren nun, unter welchen Zusatzbedingungen neben
supn∈N0

E|Xn| <∞ ein Martingal in L1 konvergiert.

1.27 Definition Eine Teilmenge Γ von L1 := L1(Ω,A, P ) heißt gleichgradig
integrierbar , falls

lim
n→∞

sup
X∈Γ

∫

{|X|≥n}
|X| dP = 0

gilt.

Notation: Wir schreiben E(X;A) für
∫

A
X dP also etwa

E
(
|X|; |X| ≥ n

)
für

∫

{|X|≥n}
|X| dP .

1.28 Lemma Es sei X ∈ L1. Dann gilt

lim sup
ε↘0

{
E(|X|;A)|A ∈ A , P (A) ≤ ε

}
= 0 .

Beweis: Angenommen, es existiert eine Folge (An)n∈N in A mit P (An) ≤ 2−n

für alle n ∈ N und lim supn→∞ E(|X|;An) > 0. Für jedes n ∈ N sei Bn :=⋃∞
k=nAk. Dann gilt Bn ↓ ∅ für n→ ∞ und mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz folgt

lim sup
n→∞

E(|X|;An) ≤ lim
n→∞

E(|X|;Bn) = 0 .

Dies ist ein Widerspruch. �

1.29 Lemma Jede der folgenden Bedingungen ist hinreichend für die gleich-
gradige Integrierbarkeit einer Familie Γ ⊂ L1:

(a) Es existiert p ∈ (1,∞) mit supX∈Γ ‖X‖p <∞ .

(b) Es existiert eine Zufallsgröße Y ∈ L1 mit |X| ≤ Y f.s. für alle X ∈ Γ.

(c) Es existiert Y ∈ L1 und eine Familie Φ von Teil-σ-Algebren von A mit

Γ = {E(Y |G) : G ∈ Φ} .

Beweis:

(a) Für alle n ∈ N und X ∈ Γ gilt

E(|X|; |X| ≥ n) ≤ E
(
|X| |X|p−1

np−1
; |X| ≥ n

)

≤ ‖X‖p
p

np−1
≤ 1

np−1
sup
X∈Γ

‖X‖p
p

und dies konvergiert gegen Null für n→ ∞.
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(b) Für alle X ∈ Γ und n ∈ N gilt

E(|X|; |X| ≥ n) ≤ E(Y ;Y ≥ n) ,

und dies konvergiert nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
gegen Null für n→ ∞.

(c) Für n ∈ N und G ∈ Φ sei

An(G) :=
{
|E(Y |G)| ≥ n

}
.

Es gilt |E(Y |G)| ≤ E(|Y | | G). Somit liefert die Markovsche Ungleichung

P
(
An(G)

)
≤ 1

n
E
(
|E(Y |G)|

)
≤ 1

n
E
(
E(|Y | | G)

)
=

1

n
E(|Y |) .

Also gilt limn→∞ supG∈Φ P
(
An(G)

)
= 0. Nun ist An(G) ∈ G, also

E
(
|E(Y |G)|;An(G)

)
≤ E

(
E(|Y | | G);An(G)

)

= E
(
|Y |;An(G)

)
.

Somit liefert Lemma 1.28 die gleichgradige Integrierbarkeit von Γ. �

1.30 Satz Es seien (Xn)n∈N eine Folge in L1 und X ∈ L1. Die Folge (Xn)n∈N

konvergiert genau dann in L1 gegen X, wenn (Xn)n∈N in W.keit gegen X
konvergiert und (Xn)n gleichgradig integrierbar ist.

Beweis:

(a) (Xn)n konvergiere in L1 gegen X. Dann konvergiert (Xn)n in W.keit gegen
X (Satz 9.9 in Warscheinlichkeitstheorie). Für k, n ∈ N ist

P (|Xn| ≥ k) ≤ ‖Xn‖1

k
.

Konvergiert (Xn)n im ersten Mittel, so ist supn∈N ‖Xn‖1 <∞. Damit folgt

lim
k→∞

sup
n∈N

P (|Xn| ≥ k) = 0 . (1.3)

Ist N ∈ N, so gilt

sup
n∈N

E(|Xn|; |Xn| ≥ k) ≤ sup
n≤N

E(|Xn|; |Xn| ≥ k)

+ sup
n≥N

‖Xn −X‖1 + sup
n≥N

E(|X|; |Xn| ≥ k) .

Mit (1.3) und Lemma 1.28 konvergiert der dritte Summand für k → ∞
gegen Null. Jede endliche Familie von integrierbaren Zufallsgrößen ist
natürlich gleichgradig integrierbar, also konvergiert der erste Summand
für k → ∞ gegen Null. Da N beliebig war, folgt die gleichgradige Inte-
grierbarkeit von (Xn)n.
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(b) Sei nun (Xn)n gleichgradig integrierbar und konvergiere in W.keit gegen
X. Für k ∈ N und x ∈ R sei

ϕk(x) := (−k) ∨ (x ∧ k) .

Für ε > 0 und k, n ∈ N gilt dann

‖ϕk(Xn) − ϕk(X)‖1 ≤ ε+ 2kP (|Xn −X| > ε) .

Die Konvergenz in W.keit liefert

lim
n→∞

‖ϕk(Xn) − ϕk(X)‖1 = 0 ,

da ε > 0 beliebig war, und dies für jedes k ∈ N. Nun ist

‖Xn −X‖1 ≤ ‖Xn − ϕk(Xn)‖1 + ‖ϕk(Xn) − ϕk(X)‖1 + ‖ϕk(X) −X‖1

≤ 2 E(|Xn|; |Xn| ≥ k) + ‖ϕk(Xn) − ϕk(X)‖1 + 2 E(|X|; |X| ≥ k) ,

also

lim sup
n→∞

‖Xn −X‖1 ≤ 2 sup
n∈N

E(|Xn|; |Xn| ≥ k) + 2 E(|X|; |X| ≥ k) .

Da k beliebig ist, folgt aus der gleichgradigen Integrierbarkeit, dass ‖Xn−
X‖1 für n→ ∞ gegen Null konvergiert. �

Nun zur L1-Konvergenz von Martingalen:

1.31 Satz Es sei X = (Xn)n∈N ein (An)n-Martingal. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(a) Das Martingal (Xn)n ist gleichgradig integrierbar.

(b) Das Martingal (Xn)n konvergiert P-f.s. und in L1.

(c) Es existiert ein Y ∈ L1 mit Xn = E(Y |An) P-f.s. für alle n ∈ N.

Erfüllt (Xn)n eine dieser Bedingungen, so kann für Y in (c) insbesondere der
P-fast sichere und L1-Limes des Martingals (Xn)n gewählt werden.

Beweis: (c) ⇒ (a) folgt aus Lemma 1.29 (c).

(a) ⇒ (b) folgt aus Satz 1.30, wenn wir zeigen, dass (Xn)n P-f.s. und somit
auch in W.keit konvergiert: Es existiert ein k ∈ N mit E(|Xn|; |Xn| > k) ≤ 1
für alle n ∈ N. Also

sup
n∈N

‖Xn‖1 ≤ sup
n∈N

(
E(|Xn|; |Xn| ≤ k) + E(|Xn|; |Xn| > k)

)

≤ k + 1 <∞ .
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Nun liefert Satz 1.20 die P-fast sichere Konvergenz von (Xn)n.

(b) ⇒ (c) Seien X∞ der L1-Limes der Folge (Xn)n und n ∈ N. Dann gilt
für jedes m ≥ n

E
(
|Xn − E(X∞|An)|

)
= E

(
|E(Xm −X∞)|An)|

)

≤ E
(
E(|Xm −X∞| | An)

)

= ‖Xm −X∞‖1 .

Für m→ ∞ folgt Xn = E(X∞|An) P-f.s. Hiermit ist auch die weitere Aussage
bewiesen. �

1.32 Korollar Für Y ∈ L1 ist
(
E(Y |An)

)
n

ein (An)n-Martingal, das fast si-
cher und in L1 gegen E(Y |A∞) konvergiert.

Beweis: Für n ∈ N sei Xn := E(Y |An). Dann ist (Xn)n ein Martingal. Nach
Satz 1.31 konvergiert dieses Martingal P-f.s. und in L1 gegen eine Zufalls-
größe X∞, die A∞-messbar ist. Zu zeigen: X∞ = E(Y |A∞). Zeige E(X∞;A) =
E(Y ;A) für alle A ∈ A∞. Mit Satz 1.31 folgt dies aus Xn = E(X∞|An) für alle
A ∈ An. Da

⋃
n∈N An ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von A∞ ist,

folgt E(X∞;A) = E(Y ;A) für alle A ∈ A∞. �

Im folgenden Kapitel erleben wir Martingale in Aktion!



KAPITEL 2

Martingale in Aktion

Wir wollen in diesem Kapitel Anwendungen der Martingaltheorie behandeln.
Wir betrachten Produktmartingale, den Satz von Kakutani und Anwendun-
gen in der asymptotischen Statistik ; wir beweisen den Satz von Radon-

Nikodym mittels Martingaltheorie; wir diskutieren Kolmogorovs Krite-
rium zu starken Gesetzen der großen Zahlen, untersuchen verrauschte Be-
obachtungen (ein einfaches Modell der sogenannten Filtertheorie) und betrach-
ten einfache Verzweigungsprozesse.

2.1 Der Satz von Kakutani

Es sei (ξn)n eine Folge von unabhängigen nicht-negativen Zufallsgrößen mit
E(ξn) = 1. Sei ferner An := σ(ξi, i ≤ n), n ∈ N, und Mn :=

∏n
i=1 ξi. Die Folge

(Mn)n ist ein Martingal, denn P-f.s. gilt

E(Mn+1|An) = E(Mnξn+1|An)

= MnE(ξn+1|An) = MnE(ξn+1) = Mn .

Korollar 1.21 besagt, dass (Mn)n P -f.s. gegen eine nicht-negative Zu-
fallsgröße M∞ konvergiert. Das Lemma von Fatou liefert E(M∞) ≤
lim infn→∞ E(Mn) = 1. Nach Satz 1.31 konvergiert (Mn)n genau dann in L1

gegen M∞, wenn (Mn)n gleichgradig integrierbar ist. In diesem Fall ist dann
E(M∞) = 1.

2.1 Lemma

(a) Das Martingal (Mn)n ist genau dann gleichgradig integrierbar, wenn

∏

n∈N

E
(√

ξn
)
> 0 .

(b) Ist (Mn)n nicht gleichgradig integrierbar, so gilt M∞ = 0 P -f.s.

(c) Ist (Mn)n gleichgradig integrierbar und ξn > 0 P -f.s. für alle n ∈ N, so
gilt auch M∞ > 0 P -f.s.

Beweis: Für n ∈ N seien an := E
(√

ξn
)

und bn :=
∏n

i=1 ai. Mittels Cauchy-

Schwarz folgt an ≤ 1, wegen P (ξn = 0) 6= 1 ist an > 0.

21
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Für n ∈ N sei Nn :=
∏n

i=1

√
ξi

ai
. Dann ist (Nn)n ein (An)n-Martingal (s.o.),

das nach Korollar 1.21 P -f.s. gegen eine nicht-negative Zufallsgröße N∞ kon-
vergiert. Ist b∞ :=

∏∞
i=1 ai > 0, so folgt

K := sup
n∈N

E(N2
n) = sup

n∈N

n∏

i=1

E(ξi)

a2
i

=

∞∏

i=1

1

a2
i

=
1

b2∞
<∞ ,

nach Satz 1.25 konvergiert (Nn)n gegen N∞ in L2. Es gilt Mn = b2nN
2
n, n ∈ N,

also M∞ = b2∞N
2
∞ P -f.s. Weiter liefert Cauchy-Schwarz

||Mn −M∞||1 = ||(bnNn + b∞N∞)(bnNn − b∞N∞)||1
≤ ||bnNn + b∞N∞||2 ||bnNn − b∞N∞||2
≤ 2

√
K
(
bn||Nn −N∞||2 + |bn − b∞| ||N∞||2

)
.

In der letzten Ungleichung haben wir ‖bnNn +b∞N∞‖2 ≤ ‖bnNn‖2 +‖b∞N∞‖2

sowie

‖bnNn − b∞N∞‖2 ≤ ‖bnNn − bnN∞‖2 + ‖bnN∞ − b∞N∞‖2

verwendet. Also konvergiert (Mn)n gegen M∞ im ersten Mittel. Nach Satz
1.31 ist (Mn)n gleichgradig integrierbar. Ist

∏∞
i=1 ai = 0, folgt aus der P -

f.s. Konvergenz von (Nn)n gegen N∞ sofort, dass (Mn)n P -f.s. gegen Null
konvergiert. Also gilt M∞ = 0 P -f.s. und (Mn)n konvergiert nicht im ersten
Mittel, kann also nach Satz 1.31 nicht gleichgradig integrierbar sein. Somit
sind (a) und (b) bewiesen.

(c): (Mn)n konvergiert P -f.s. und in L1 gegen M∞. Also ist E(M∞) = 1
und P (M∞ = 0) 6= 1. Sei Bn := {∏∞

i=n ξi = 0}. Wegen
∏n−1

i=1 ξi > 0 P -f.s. gilt

P
(
{M∞ = 0}∆Bn

)
= 0. Da (Bn)n eine absteigende Folge ist, gilt

⋂

n∈N

Bn = lim sup
n→∞

Bn ∈
⋂

k∈N

σ(ξj, j ≥ k) .

Nach Kolmogorovs 0-1-Gesetz ist P (
⋂

n∈NBn) ∈ {0, 1} und

P
(
{M∞ = 0}∆

( ⋂

n∈N

Bn

))
≤
∑

n∈N

P
(
{M∞ = 0}∆Bn

)
= 0 .

Aus P (M∞ = 0) 6= 1 folgt somit P (M∞ = 0) = 0. �

Wir betrachten nun die folgende Situation: Es seien (E, E) ein Messraum
und (µn)n und (νn)n zwei Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (E, E).
Für jedes n ∈ N besitze νn eine Dichte fn bezüglich µn und umgekehrt µn

eine Dichte bezüglich νn. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass
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fn(x) > 0 für alle x ∈ E gilt. Auf (Ω,A) := (EN, EN) seien P := ⊗n∈Nµn und
Q := ⊗n∈Nνn die zugehörigen Produktmaße.

Hat P eine Dichte bezüglich Q und umgekehrt Q eine Dichte bezüglich
P ? Kakutanis Satz gibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium.

Für n ∈ N seien πn : Ω → E die Projektion auf den n-ten Faktor und
An = σ(πi, i ≤ n). Dann ist (An)n eine Filtrierung von A.

Sei ξn := fn ◦πn. Unter P ist (ξn)n eine Folge unabhängiger Zufallsgrößen
mit EP (ξn) = 1 für alle n ∈ N. Sei an := EP

(√
ξn
)

=
∫

E

√
fn dµn.

2.2 Satz (von Kakutani)

(a) Ist
∏∞

n=1 an > 0, so sind P und Q äquivalent, d.h. es existiert eine Dichte
von P bzgl. Q und eine Dichte von Q bzgl. P . Es gilt

dQ

dP
= M∞ := lim

n→∞

n∏

i=1

ξi P -f.s. und

dP

dQ
= M−1

∞ P -f.s.

(b) Ist
∏∞

n=1 an = 0, so sind P und Q zueinander singulär, dass heißt, es
existiert ein A ∈ A mit P (A) = 1 und Q(A) = 0.

Beweis:

(a) Für jedes n ∈ N seien Mn :=
∏n

i=1 ξi; Pn := P |An
, Qn := Q|An

. Dann sind
Pn und Qn zueinander äquivalent mit dQn

dPn
= Mn P -f.s. (zum Beispiel nach

Satz 3.7, Wahrscheinlichkeitstheorie). Nach Lemma 2.1 und Satz 1.31 kon-
vergiert (Mn)n P -f.s. in L1(P ) gegen M∞. Weiter gilt Mn = EP (M∞|An)
P -f.s. für jedes n ∈ N. Also gilt für A ∈ An

Q(A) = Qn(A) =

∫

A

Mn dPn =

∫

A

Mn dP =

∫

A

M∞ dP .

Dies gilt für alle A ∈ ⋃n∈N An, und
⋃

n∈N An ist ein durchschnittstabiles
Erzeugendensystem von A, also gilt die Gleichheit für alle A ∈ A. Damit
ist dQ

dP
= M∞ P -f.s. Wegen M∞ > 0 P -f.s., siehe Lemma 2.1(c), ist dP

dQ
=

M−1
∞ .

(b) Aus Lemma 2.1 wissen wir, dass (Mn)n P -f.s. gegen Null konvergiert. Wir
zeigen nun, dass (Mn)n Q-f.s. gegen unendlich konvergiert. Da (Nn)n mit

Nn :=
√

Mn
Qn

i=1 ai
ein P -Martingal ist und ai ≤ 1 für alle i ∈ N gilt, ist (

√
Mn)n

ein P -Supermartingal: Es gilt P-f.s.

EP

(√
Mn|An−1

)
=
( n∏

i=1

ai

)
EP (Nn|An−1) = an

√
Mn−1 ≤

√
Mn−1.
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Für B ∈ An gilt

∫

B

1√
Mn

dQ =

∫

B

1√
Mn

Mn dP =

∫

B

√
Mn dP

≥
∫

B

√
Mn+1 dP =

∫

B

1√
Mn+1

dQ

(Mn und Mn+1 sind überall strikt positiv gewählt). Also ist ( 1√
Mn

)n ein
positives Q-Supermartingal und konvergiert gemäß Korollar 1.21 Q-f.s.
Wegen

∫
Ω

1√
Mn

dQ =
∫
Ω

√
Mn dP =

∏n
i=1 ai ↘ 0 für n→ ∞ folgt

Q
(

lim
n→∞

1√
Mn

= 0
)

= 1 , also Q
(

lim
n→∞

Mn = ∞
)

= 1 .

Somit ist A := {ω ∈ Ω : limn→∞Mn(ω) = 0} eine Q-Nullmenge mit
P (A) = 1. �

2.3 Beispiel Sei (E, E) = (R,B), µn sei N(0, 1)- und νn N(αn, 1)-verteilt,
αn ∈ R, n ∈ N. Dann gilt für jedes n ∈ N

dνn

dµn
(x) =

exp
(
− (x− αn)2/2

)

exp
(
− x2/2

) = exp
(
αnx− α2

n/2
)
, x ∈ R .

Weiter ist

an :=

∫

R

√
dνn

dµn
dµn

=

∫

R

exp
(αnx

2
− α2

n

4

) 1√
2π

exp
(
− x2/2

)
dx

= exp
(
− α2

n/8
) ∫

R

1√
2π

exp
(
− 1

2

(
x− αn

2

)2)
dx

= exp
(
− α2

n/8
)
.

Somit ist
∏∞

n=1 an > 0 ⇔ ∑∞
n=1 α

2
n < ∞. Nach Satz 2.2 sind P und Q genau

dann äquivalent, wenn (αn)n ∈ `2. Dann ist

dQ

dP
(x) = exp

( ∞∑

n=1

αnxn − 1

2

∞∑

n=1

α2
n

)

für P -fast alle x = (xn)n ∈ RN. Die Reihe
∑∞

n=1 αnxn konvergiert nur P -f.s.
Außerhalb dieser Menge von P - und Q-Maß 1 können wir die Dichtefunktion
nach Belieben setzen, zum Beispiel 1.
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Als Anwendung machen wir einen kleinen Abstecher in die asymptotische
Statistik. Wir untersuchen das Verhalten von Folgen von Dichtequotienten.
Sind P und Q die obigen Produktmaße auf (Ω,A), so sind die (πn)n unabhängi-
ge Zufallsgrößen. In der Statistik möchte man auf der Basis von Beobachtungen
entscheiden, ob P oder Q vorliegt! Es sei nun (ρn)n eine weitere Folge von W-
Maßen auf (E, E) mit: µn besitzt eine strikt positive Dichte fn bzgl. ρn und νn

besitzt eine strikt positive Dichte gn bzgl. ρn für jedes n ∈ N. Dann ist (siehe
Notation wie im Beweis von Satz 2.2)

dQn

dPn

=
n∏

i=1

gi

fi

◦ πi =:
n∏

i=1

ξi f.s.

und EP (ξi) =
∫

E
gi(x)
fi(x)

fi(x) dρi(x) =
∫

E
gi(x) dρi(x) = νi(E) = 1, wie bereits

gesehen. Weiter ist

EP (
√
ξi) =

∫ √
gi(x)√
fi(x)

fi(x) dρi(x) =

∫ √
gi(x)fi(x) dρi(x) ,

die Bedingung
∏∞

i=1 an > 0 im Satz von Kakutani liest sich hier also zu

∞∏

i=1

∫

E

√
gi(x)fi(x) dρi(x) > 0 , (2.1)

was übrigens zu
∑

i≥1

∫
E

(
fi(x)1/2 − gi(x)1/2

)2
dρi(x) <∞ äquivalent ist.

2.4 Korollar P und Q sind, wenn nicht äquivalent, bereits singulär und

Q(Mn → ∞) = 1 und P (Mn → 0) = 1 .

Beweis: Sind P und Q nicht äquivalent, so existiert keine Dichte von Q bzgl.
P , also ist das Martingal (Mn)n nicht gleichgradig integrierbar bzgl. P , also
Mn → 0 P -fast sicher. Analog zu Satz 2.2 ergibt sich M−1

n → 0 Q-fast sicher.
�

Wir betrachten den Fall µ1 = µ2 = · · · und ν1 = ν2 = · · · ; somit sind alle
Dichten fn, sowie gn, gleich, in Notation f und g. Also ist

Mn =
n∏

k=1

g(πk)

f(πk)
, n ≥ 0 .

Somit ist P singulär zu Q, falls µ1 6= ν1, siehe (2.1).

Aus der Statistik ist bekannt: Zu α ∈ (0, 1) definiert

ϕn(x1, . . . , xn) := 1(kn,∞)

( n∏

k=1

g(xk)

f(xk)

)
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einen
”
besten“ Test zum Niveau α für µ1 gegen ν1 bei Beobachtung von

X1, . . . , Xn, wobei kn ∈ [0,∞) so bestimmt wird, dass

µ⊗n
1

({
(x1, . . . , xn) ∈ RN :

n∏

k=1

g(xk)

f(xk)
> kn

})
= P (Mn > kn) = α

(Fehler 1. Art).

Da mit Korollar 2.4 P (Mn → 0) = 1, folgt kn → 0. Damit konvergiert der
Fehler 2. Art Q(Mn ≤ kn) für n→ ∞ gegen 0, denn

Q(Mn ≤ kn) =

∫

{Mn≤kn}
Mn dP ≤ kn → 0 .

Dies nennt man Konsistenz der Testfolge (ϕn)n. Analog folgt durch Vertau-
schen der Rollen von µ1 und ν1 die Konsistenz des analogen Testes zum Niveau
α für ν1 gegen µ1.

Die Folge der Dichtequotienten heißt auch Likelihood-Prozess.

2.2 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir zeigen hier eine einfache Version des Satzes von Radon-Nikodym, der in
Bemerkung 13.10 in der Wahrscheinlichkeitstheorie bereits Erwähnung fand:

2.5 Satz Es sei (Ω,A, P ) ein W-Raum und A sei separabel, das heißt A =
σ({An, n ≥ 1}) mit An ⊂ Ω, n ∈ N. Weiter sei Q ein endliches Maß auf (Ω,A)
und jede P -Nullmenge sei eine Q-Nullmenge. Dann existiert eine Zufallsvaria-
ble X auf (Ω,A) mit

Q(A) =

∫

A

X(ω) dP (ω) für alle A ∈ A .

2.6 Bemerkung Viele σ-Algebren sind separabel, zum Beispiel die Borel-
σ-Algebra eines jeden separablen metrischen Raums. Im Buch von Williams

kann man lesen, dass diese Bedingung weggelassen werden kann.

Sei vorbereitend A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · eine Folge von Zerlegungen von Ω in
disjunkte messbare Mengen derart, dass An = {An1, . . . , Ankn

} eine Zerlegung
von Ω ist, bei der jedes Element als Vereinigung von Elementen der Zerlegung
An+1 geschrieben werden kann:

Ani =
⋃

j∈I(n,i)

An+1,j .
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Zu P , Q und An definieren wir nun

Mn :=

kn∑

i=1

Q(Ani)

P (Ani)
1Ani

.

Dann ist (Mn)n unter P ein Martingal bzgl. (σ(An))n. Mn ist σ(An)-messbar.
Jedes G ∈ σ(An) ist disjunkte Vereinigung von Ani’s. Ohne Einschränkung ist
G = Ani für ein i. Dann gilt

∫

G

Mn+1 dP =
∑

j∈I(n,i)

Q(An+1,j)

P (An+1,j)
P (An+1,j) = Q(Ani) =

∫

G

Mn dP .

2.7 Lemma Es seien P und Q zwei endliche Maße auf (Ω,A). Dann ist jede
P -Nullmenge eine Q-Nullmenge genau dann, wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0
existiert mit P (A) ≤ δ impliziert Q(A) ≤ ε für jedes A ∈ A.

Beweis:
”
⇐“Aus der Bedingung folgt Q(A) ≤ ε für jede P -Nullmenge A ∈ A

und jedes ε > 0. Daher ist Q(A) = 0.
”
⇒“Angenommen, die Bedingung gilt

nicht. Dann existiert ein ε > 0 und eine Folge (An)n in A mit P (An) ≤ 2−n

und Q(An) > ε, n ∈ N. Wähle

A := lim sup
n→∞

An =
∞⋂

n=1

∞⋃

m=n

Am ,

so ist A ∈ A und

P (A) ≤ P (

∞⋃

m=n

Am) ≤
∞∑

m=n

P (Am) ≤
∞∑

m=n

2−m = 2−n+1 ,

n ∈ N, also P (A) = 0 und andererseits wegen der Endlichkeit von Q

Q(A) ≥ lim sup
n→∞

Q(An) ≥ ε > 0 ,

im Widerspruch zur Annahme, dass jede P -Nullmenge eine Q-Nullmenge ist.
�

Beweis von 2.5: Wir wählen An := σ(A1, . . . , An), n ∈ N. Diese σ-Algebren
werden erzeugt von den sogenannten Atomen An1, . . . , Ankn

(erzeugt bedeutet:
alle 2kn möglichen Vereinigungen von den Atomen), wobei jedes Atom der Form
H1 ∩ · · · ∩Hn mit Hi = Ai oder Hi = Ac

i , i = 1, . . . , n, ist. Nun wählen wir

Mn :=

kn∑

i=1

Q(Ani)

P (Ani)
1Ani

.
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Für A ∈ An wähle die Darstellung

A =
⋃

i∈I

Ani , I endlich , Ani Atom in An.

Dann ist

Q(A) =
∑

i∈I

Q(Ani) =
∑

i∈I

Q(Ani)

P (Ani)
P (Ani) =

∑

i∈I

∫

Ani

Mn dP =

∫

A

Mn dP ,

wobei wir beachten, dass im Fall P (Ani) = 0 auch Q(Ani) = 0 folgt, Q(Ani)
P (Ani)

also beliebig gesetzt werden kann.

Also ist Mn =
dQ|An

dP |An

.

(Mn)n ist ein nicht-negatives Martingal, konvergiert also f.s. gegen ein M∞. Zu

ε > 0 wähle δ > 0 wie in Lemma 2.7 und sei K ∈ (0,∞) so, dass K > Q(Ω)
δ

.
Dann ist P (Mn > K) ≤ 1

K
E(Mn) = 1

K
Q(Ω) < δ und somit

∫

{Mn>K}
Mn dP = Q(Mn > K) ≤ ε .

Also ist (Mn)n gleichgradig integrierbar und somit konvergiert (Mn)n in L1

gegen M∞. Also gilt für alle A ∈ An

∫

A

M∞ dP = lim
n→∞

∫

A

Mn dP = Q(A) ,

und da
⋃

n An ein durchschnittstabiler Erzeuger von A ist, folgt die Aussage
für alle A ∈ A, also ist M∞ die gesuchte Dichte. �

2.3 Kolmogorovs Kriterium

Wir erinnern an Satz 6.10 aus der Wahrscheinlichkeitstheorie: Es sei (Xn)n

eine unabhängige Folge von Zufallsgrößen und (an)n eine Zahlenfolge mit 0 <
an ↗ ∞. Dann folgt aus

∑
n≥1 a

−2
n Var(Xn) <∞:

lim
n→∞

1

an

n∑

k=1

(Xk − EXk) = 0 P -f.s.

Wir diskutieren dieses Kriterium nun mittels der Martingaltheorie: Ist
(Xn)n fortan eine Folge integrierbarer reeller Zufallsvariablen mit

E(Xn+1|X1, . . . , Xn) ≤ 0 , n ∈ N , P -f.s., (2.2)
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so ist Sn := X1 + · · · + Xn ein Supermartingal, denn zu (2.2) addie-
re E(Xi|X1, . . . , Xn) = Xi, i = 1, . . . , n, und beachte σ(S1, . . . , Sn) =
σ(X1, . . . , Xn). Sind die Xi auch zentriert, so ist (Sn)n ein Martingal. Wir
hatten dies im Spezialfall einer Folge unabhängiger Zufallsgrößen (Xn)n zu
Beginn von Kapitel 2 gesehen.

Die Bedingung supn∈N E|Sn| < ∞ ist nach Satz 1.20 hinreichend für fast
sichere Konvergenz. Im Fall der Unabhängigkeit ist

∑∞
n=1 Var(Xn) < ∞ hin-

reichend, denn

(
E|Sn|

)2 ≤ Var(Sn) =

n∑

i=1

Var(Xi) ≤
∞∑

i=1

Var(Xi) .

Ist (Xn)n eine Folge integrierbarer, zentrierter, reeller Zufallsvariablen mit

E(Xn+1|X1, . . . , Xn) = 0 (2.3)

und ist (an)n wie in Kolmogorovs Kriterium (also an > 0 und an ↗ ∞), so
ist

E

(
1

an+1

Xn+1

∣∣∣ 1

a1

X1, . . . ,
1

an

Xn

)
= 0 f.s. für alle n ∈ N .

Folglich ist
(∑n

i=1
1
ai
Xi

)
n

ein Martingal. Konvergiert dieses f.s. (und eine Be-

dingung ist supn∈N E
(∣∣∣
∑n

i=1
1
ai
Xi

∣∣∣
)
< ∞ ), so liefert das Kroneckersche

Lemma

lim
n→∞

1

an

n∑

i=1

Xi = 0 f.s.

(2.3) ist schwächer als die geforderte Unabhängigkeit im Satz 6.10.

2.4 Verrauschte Beobachtungen (Filtertheorie)

Es seien X und (ηn)n unabhängige normalverteilte Zufallsgrößen mit L(X) =
N(0, σ2) und L(ηn) = N(0, 1), n ∈ N. Es sei X die Zufallsgröße, an der wir
interessiert sind. Angenommen, sie kann nicht direkt beobachtet werden, aber
in verrauschter Form. Wir nehmen dazu an, dass man die Folge (Yn)n mit

Yn := X + cnηn , n ∈ N ,

beobachten kann, wobei (cn)n reelle Zahlen in (0,∞) sind. Ein natürlicher
Schätzer, der auf den Beobachtungen Y1, . . . , Yn basieren soll, ist vermutlich
Mn := E(X|An) mit An := σ(Yi, i ≤ n). (Mn)n ist nun ein quadratisch inte-
grierbares Martingal mit

E(M2
n) ≤ E

(
E(X2|An)

)
= E(X2) = σ2
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für alle n ∈ N. Mit Satz 1.25 und Korollar 1.32 folgt limn→∞Mn = M∞ :=
E(X|A∞) in L2 und P -f.s., A∞ := σ(Yn, n ∈ N).

Wann ist M∞ = X P -fast sicher?

Dazu werden wir Mn und die Varianzen von X − Mn berechnen. Wir
bestimmen dazu λ1, . . . , λn ∈ R so, dass

X −
n∑

i=1

λiYi =: Z

und An unabhängig sind. Da alle Zufallsgrößen gemeinsam normalverteilt sind,
ist die gewünschte Unabhängigkeit gleichbedeutend mit

Cov(Z, Yi) = 0 für jedes i ∈ {1, . . . , n} .

Nun ist

Cov(Z, Yi) = Cov
(
X −

n∑

j=1

λj(X + cjηj), X + ciηi

)
.

Eine kleine Nebenrechnung entlang der Definition der Kovarianz ergibt

Cov(Z, Yi) = σ2
(

1 −
n∑

j=1

λj

)
− λic

2
i .

Wir wollen also das Gleichungssystem

σ2
(

1 −
n∑

j=1

λj

)
− λic

2
i = 0 , i = 1, . . . , n

lösen: Es ergibt sich λi =
σ2c−2

i

1+σ2
Pn

j=1 c−2
j

, i ∈ {1, . . . , n}. Nun liefert die Un-

abhängigkeit von Z und An: E(Z|An) = E(Z) = 0, also

Mn = E(X|An) =
n∑

i=1

λiYi sowie

E
(
(X −Mn)2

)
= EZ2 = σ2

(
1 −

n∑

j=1

λj

)2

+

n∑

i=1

λ2
i c

2
i = σ2

(
1 + σ2

n∑

i=1

c−2
i

)−1

.

Dies konvergiert genau dann gegen Null für n→ ∞, wenn
∑n

i=1 c
−2
i = ∞

gilt. Somit erhalten wir

2.8 Satz (Mn)n konvergiert gegen X P -f.s. und in L2 genau dann, wenn

∞∑

i=1

1

c2i
= ∞ .
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Allgemeine Filterprobleme lesen sich etwa so:

Es seien α, β, γ, ρ, ν reelle Konstanten und X0, (εn)n, (ηn)n stochastisch
unabhängige Zufallsgrößen mit X0 ∼ N(µ0, σ

2
0); εn ∼ ηn ∼ N(0, 1), n ∈ N.

Der Zustand Xn eines linearen stochastischen Systems zum Zeitpunkt n ≥ 1
sei durch

Xn −Xn−1 = αXn−1 + βεn + γ

beschrieben. Statt Xn selbst kann aber nur eine gestörte (verrauschte) Version
Yn, beschrieben durch Yn − Yn−1 = ρXn + νηn, Y0 = 0, beobachtet werden.
Der sogenannte Kalman-Bucy-Filter ist ein Verfahren, mit dessen Hilfe der
tatsächliche Systemzustand erstaunlich gut geschätzt werden kann. Dies fin-
det Anwendungen bei der Analyse von Zeitreihen oder der Signalverarbeitung
(Ortung beweglicher Objekte).

2.5 Verzweigungsprozesse

Seien (Xn,i)n∈N0,i∈N unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Werten in N0. Setze pk := P (X1,1 = k), k ∈ N0. Seien m := E(X1,1) < ∞
und σ2 := Var(X1,1) ∈ (0,∞). Wir definieren den stochastischen Prozess Z =
(Zn)n∈N0 durch

Z0 = 1 , Zn+1 =
Zn∑

i=1

Xn,i .

Eine mögliche Interpretation ist: Zn ist die Größe einer Population zur Zeit
n. Das i’te Individuum hat Xn,i Nachkommen in der n + 1’ten Generation.
Z heißt Galton-Watson-Prozess oder Verzweigungsprozess mit Nachkom-
menverteilung p = (pk)k∈N0. Manchmal lernt man im dritten Semester: Ist
q := limn→∞ P (Zn = 0), die Aussterbewahrscheinlichkeit , so gilt mit p1 6= 1:

q < 1 ⇔
∞∑

k=1

k pk = E(X1,1) > 1

(Methode: erzeugende Funktion).

Wir betrachten dieses Modell jetzt im Rahmen der Martingaltheorie: Sei
An := σ(Xk,i, k < n, i ∈ N). Dann ist Z = (Zn)n∈N0 an (An)n∈N0 adaptiert.
Setze

Wn :=
Zn

mn
.

2.9 Lemma W = (Wn)n∈N0 ist ein Martingal.



32 2. MARTINGALE IN AKTION

Beweis:

E(Wn+1|An) = m−(n+1)E(Zn+1|An) = m−(n+1)E
( Zn∑

i=1

Xn,i|An

)

= m−(n+1)

∞∑

k=1

E
(
1{Zn=k} kXn,1|An

)

= m−n

∞∑

k=1

E
(
k · 1{Zn=k}|An

)

= m−nZn = Wn f.s.

�

2.10 Satz Es existiert der fast sichere Limes W∞ = limn→∞Wn. Es sind äqui-
valent:

(a) m > 1 ,

(b) E(W∞) = 1 ,

(c) E(W∞) > 0 .

Beweis: Die Limes-Zufallsgröße W∞ existiert, da (Wn)n∈N0 ein nicht-negatives
Martingal ist, siehe Korollar 1.21. Ist m ≤ 1, so folgt, dass (Zn)n f.s. gegen ein
Z∞ konvergiert. Wegen σ2 > 0 kommt nur Z∞ = 0 in Frage.

Es sei nun m > 1. Dann wollen wir die Varianz von Wn bestimmen, also
die von Zn. Da gibt es eine Formel, die man auch den Satz von Blackwell-

Girshick nennt, den wir im Anschluss formulieren und beweisen:

Var(Wn) = m−2n
(
σ2E(Zn−1) +m2 Var(Zn−1)

)

= σ2m−(n+1) + Var(Wn−1) .

Induktiv folgt

Var(Wn) = σ2
n+1∑

k=2

m−k ≤ σ2m

m− 1
<∞ .

Also ist (Wn)n in L2 beschränkt, also folgt mit Satz 1.25 Wn → W∞ in L2,
somit auch in L1 und speziell E(W∞) = E(W0) = 1. �

2.11 Satz (Waldsche Gleichheit, Satz von Blackwell-Girshick) Es sei
(Xn)n eine an eine Filtrierung (An)n in A adaptierte Folge identisch verteilter,
integrierbarer, reeller Zufallsvariablen über (Ω,A, P ), wobei Xn+1 von An un-
abhängig sei, n ∈ N. (Sn)n sei die Folge der Partialsummen Sn := X1+· · ·+Xn.
T sei eine integrierbare Stoppzeit bzgl. (An)n mit Werten in N0. Dann gilt:
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(a) ST ist integrierbar und

E(ST ) = E(T ) E(X1) . (Waldsche Identität)

(b) Sind die Xn sogar quadratisch integrierbar und zentriert, so trifft dies auch
auf ST zu und es gilt

E(S2
T ) = E(T ) E(X2

1 ) . (Blackwell-Girshick)

Wäre die Stoppzeit T beschränkt, so würde man das Martingal S∗
n :=

Sn − nE(X1) betrachten und erhielt mit Satz 1.16 E(S∗
T ) = E(S∗

1) = 0, also
(a). Die Bedingung E(T ) <∞ erzwingt ein anderes Vorgehen:

Beweis:

(a) Mit der Notation, die wir nach Definition 1.27 eingeführt hatten, gilt

E(|ST |) =

∞∑

n=1

E(|Sn|;T = n) ≤
∞∑

n=1

n∑

i=1

E(|Xi|;T = n)

=
∞∑

i=1

∞∑

n=i

E(|Xi|;T = n) =
∞∑

i=1

E(|Xi|;T ≥ i) . (2.4)

Xi ist von Ai−1 unabhängig, also von 1{T≥i}
(
beachte {T < i} = {T ≤

i− 1} ∈ Ai−1

)
, i ≥ 2. Es gilt {T ≥ 1} = Ω. Somit

E(|Xi|;T ≥ i) = P (T ≥ i) E(|Xi|) = P (T ≥ i) E(|X1|) ,

also

E(|ST |) ≤
∞∑

i=1

P (T ≥ i) E(|X1|) = E(T ) E(|X1|) <∞ ,

da P (T <∞) = 1.

Also ist ST integrierbar. Es folgt die Waldsche Identität, wenn man
ST anstelle von |ST | betrachtet. Wegen der bewiesenen Konvergenz der
Reihe

∑∞
n=1

∑n
i=1

∣∣E(Xi;T = n)
∣∣ ist die Vertauschung der Summen in

(2.4) gerechtfertigt.

(b) Sei Yn := Xn1{n≤T}, also Yn ∈ L2. Nun gilt E(YmYn) = 0 für m 6= n: Für
m < n ist YmYn = XnXm1{n≤T} wegen {n ≤ T} ⊂ {m ≤ T}. Xn und
1{n≤T}Xm sind wieder unabhängig, also

E(YmYn) = E(Xn) E(Xm1{n≤T}) = 0 .

Auch X2
n und 1{n≤T} sind unabhängig, also

E(Y 2
n ) = E(X2

n)P (n ≤ T ) = E(X2
1 )P (n ≤ T ) , n ∈ N .
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Somit ∑

n≥1

E(Y 2
n ) = E(X2

1 ) E(T ) <∞ . (2.5)

Weiter ist für m < n

E
(
(Ym + · · · + Yn)2

)
= E

( n∑

i=m

Y 2
i +

∑

i6=j

YiYj

)
=

n∑

i=m

E(Y 2
i ) ,

also

||Ym + · · · + Yn||2 =
( n∑

i=m

E(Y 2
i )
)1/2

,

und somit folgt mit (2.5) die L2-Konvergenz der Reihe
∑∞

i=1 Yi. Es gilt
ST =

∑∞
i=1Xi1{i≤T} =

∑∞
i=1 Yi fast sicher, denn dies gilt für {T < ∞}.

Also ist ST ∈ L2 und

lim
n→∞

n∑

i=1

Yi = ST in L2 .

Schließlich gilt nach der majorisierten Konvergenz

E(S2
T ) = lim

n→∞
E
(( n∑

i=1

Yi

)2)
= lim

n→∞

n∑

i=1

E(Y 2
i ) =

∞∑

i=1

E(Y 2
i ) ,

also folgt die Identität in (b) aus (2.5) und die Waldsche Identität liefert
die Zentriertheit von ST . �

Ist X1 in Teil (b) von Satz 2.11 nicht zentriert und bezeichnet µ den
endlichen Erwartungswert und σ2 die endliche Varianz, kann man mittels eines
analogen Beweises zeigen:

Var(ST ) = σ2 E(T ) + µ2 Var(T ).

Tatsächlich haben wir diese Formel zur Bestimmung von Var(Wn) verwendet.



KAPITEL 3

Stationäre Prozesse

Es sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

3.1 Definition Sei (E, E) ein messbarer Raum. Eine Folge X = (Xn)n von
(E, E)-wertigen Zufallsgrößen auf (Ω,A, P ) heißt (E, E)-wertiger stochastischer
Prozess. Im Fall (E, E) = (R,B) sagen wir einfach stochastischer Prozess.

Die Verteilung eines stochastischen Prozesses X ist einfach seine Verteilung
als (EN, EN)-wertige Zufallsvariable, d. h. das W-Maß PX−1 auf (EN, EN). Ist X
ein stochastischer Prozess, so ist die Folge (πn)n der Projektionen πn : EN → E
ein auf (EN, EN, PX−1) definierter stochastischer Prozess, der dieselbe Vertei-
lung wie X hat.

3.2 Definition Ist Q ein W-Maß auf (EN, EN) und ist π(n) : EN → En, n ∈ N,
durch

π(n) = (π1, . . . , πn)

definiert, so ist

Q(n) := Q
(
π(n)

)−1

ein W-Maß auf (En, En). Die Maße Q(n) heißen endlichdimensionale Verteilun-
gen von Q.

3.3 Satz Die Folge der endlichdimensionalen Verteilungen (Q(n))n bestimmt
das W-Maß Q eindeutig.

Beweis: Wir geben ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem D von EN an:

D := {AJ , J = {1, . . . , n}, n ∈ N; Aj ∈ E , j ∈ J}

mit
AJ :=

{
(xi)i∈N ∈ EN : xj ∈ Aj für j ∈ J

}
.

Dann gilt
⊗

i∈N E = EN = σ(D). AJ nennt man auch
”
endlichdimensionale

Zylinder“. Nach Satz 2.9, Kapitel 2, Wahrscheinlichkeitstheorie, stimmen zwei
W-Maße auf EN überein, wenn sie auf D übereinstimmen. Q ist also auf D
festgelegt. Daraus folgt die Behauptung. �.

Im Fall (E, E) = (R,B) folgt

35
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3.4 Proposition Sind X = (Xn)n und X′ = (X ′
n)n zwei (R,B)-wertige sto-

chastische Prozesse auf (Ω,A, P ) bzw. (Ω′,A′, P ′), so ist L(X) = L(X′) genau
dann, wenn

P (X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn) = P ′(X ′
1 ≤ t1, . . . , X

′
n ≤ tn)

für alle n ∈ N und alle t1, . . . , tn ∈ R gilt.

Beweis: {x ∈ RN : x1 ≤ t1, . . . , xn ≤ tn} bilden ein durchschnittstabiles Er-
zeugendensystem von BN. Nach Voraussetzung stimmen PX−1 und P ′X′−1 auf
diesen Mengen überein. Also folgt PX−1 = P ′X′−1. �

3.5 Definition Eine A-A-messbare Abbildung T : Ω → Ω heißt maßerhalten-
de Transformation, wenn

PT−1 = P

gilt. Man sagt auch, dass P T -invariant (oder invariant unter T ) ist. Ein
stochastischer Prozess X heißt stationär , wenn X dieselbe Verteilung wie der
Prozess (X2, X3, . . . ) hat.

3.6 Lemma Es seien Y eine Zufallsgröße und T eine maßerhaltende Transfor-
mation auf (Ω,A, P ). X1 := Y ; Xn+1 := Xn ◦ T , n ∈ N. Dann ist (Xn)n ein
stationärer Prozess.

Beweis: Es seien n ∈ N und t1, . . . , tn ∈ R. Dann gilt

P (X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn) = PT−1(X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn)

= P (X1 ◦ T ≤ t1, . . . , Xn ◦ T ≤ tn)

= P (X2 ≤ t1, . . . , Xn+1 ≤ tn) .

Also folgt die Behauptung mit Proposition 3.4. �

3.7 Bemerkung Zu jedem auf (Ω,A, P ) definierten, stationären Prozess X
existiert eine maßerhaltende Transformation, die einen Prozess liefert, der in
Verteilung mit X übereinstimmt. X ist eine A-BN-messbare Abbildung, sei
P ′ := PX−1. Sei T : RN → RN definiert durch T

(
(x1, x2, . . . )

)
= (x2, x3, . . . ).

Dann ist T auf (RN,BN, P ′) maßerhaltend, wenn X stationär ist:

Für A ∈ BN gilt

P ′(A) = P (X ∈ A) = P (T ◦ X ∈ A) = PX−1T−1(A) = P ′T−1(A) .

P ′ ist auch die Verteilung der Folge der Projektionen π1, π2, · · · : RN → R, denn
π = (πn)n ist die identische Abbildung auf RN. Weiter gilt πn = πn−1◦T , n ≥ 2.
Der Prozess (πn)n auf (RN,BN) ist somit von der in Lemma 3.6 definierten Form
und besitzt dieselbe Verteilung wie X.
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3.8 Beispiele

(a) Eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsgrößen ist ein
stationärer Prozess. Ist µ ein W-Maß auf (R,B), so ist µ⊗N invariant unter
der Verschiebungsabbildung T , wie in Bemerkung 3.7 definiert.

(b) Ω = D := {z ∈ C : |z| = 1}. Wir übertragen vom Intervall [0, 2π)
die Borel-σ-Algebra und die gleichförmige Verteilung (= Lebesgue-
Maß/2π) auf D und nennen dies (D,BD, λD). Für c ∈ D sei Tc : D → D
durch Tc(ω) := c ω definiert. Ist A ⊂ D ein Intervall, so gilt

λD

(
T−1

c (A)
)

= λD(A) .

Intervalle bilden ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von BD, wor-
aus folgt, dass Tc maßerhaltend ist.

(c) Auf ([0, 1),B[0,1), λ[0,1)) betrachten wir T : [0, 1) → [0, 1), definiert durch

T (ω) :=

{
2ω für ω ∈ [0, 1

2
) ,

2ω − 1 für ω ∈ [1
2
, 1) .

Für 0 ≤ a < b ≤ 1 ist

T−1
(
[a, b)

)
=
[a

2
,
b

2

)
∪
[a+ 1

2
,
b+ 1

2

)
,

also PT−1
(
[a, b)

)
= b−a = P

(
[a, b)

)
. Die Mengen [a, b) mit 0 ≤ a < b ≤ 1

zusammen mit ∅ bilden ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem von
B[0,1), also folgt PT−1 = P .

3.9 Definition Für eine Abbildung T : Ω → Ω heißt eine Teilmenge A von
Ω T -invariant , wenn T−1(A) = A gilt. Eine maßerhaltende Abbildung T auf
(Ω,A, P ) heißt ergodisch, wenn für jede T -invariante Menge A ∈ A gilt:

P (A) ∈ {0, 1} .

3.10 Bemerkung Die Familie der T -invarianten Mengen aus A bilden eine
Teil-σ-Algebra von A, die hier mit J bezeichnet wird. Ist T ergodisch, so sagt
man, dass J P -trivial ist. Jede J -messbare Zufallsgröße ist fast sicher konstant
(im Fall T ergodisch). Dies folgt aus Korollar 5.20, Wahrscheinlichkeitstheorie.

3.11 Satz Es sei X = (Xn)n eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten
Zufallsgrößen auf (Ω,A, P ) mit P ′ := PX−1. Dann ist die Verschiebungsabbil-
dung T : RN → RN, {xn}n∈N 7→ {xn+1}n∈N ergodisch auf (RN,BN, P ′).
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Beweis: Sei A ∈ BN eine T -invariante Menge, so gilt A = T−n(A) :=
(T n)−1(A) = {(xk)k∈N ∈ RN : (xn+k)k∈N ∈ A}. Also gilt

X−1(A) = {ω :
(
Xn+1(ω), Xn+2(ω), . . .

)
∈ A} ∈ Ãn+1

:= σ
( ∞⋃

k=n+1

(
X−1

k (A)
))
.

Dies gilt für alle n ∈ N, also

X−1(A) ∈ A∞ :=

∞⋂

n=1

Ãn .

Nach Kolmogorovs 0-1-Gesetz folgt

P ′(A) = P
(
X−1(A)

)
∈ {0, 1} . �

3.12 Bemerkung Die σ-Algebra J der verschiebungsinvarianten messbaren
Mengen in RN ist eine Teil-σ-Algebra der terminalen σ-Algebra

A∞ =
∞⋂

n=1

σ(πk : k ≥ n) .

Es gilt jedoch keinesfalls J = A∞ (ohne Beweis).

3.13 Satz Es seien D = {z ∈ C : |z| = 1}, BD die Borel-σ-Algebra auf D
und λD das normierte Lebesgue-Maß auf (D,BD), Tc : D → D definiert durch
Tc(ω) := c ω für c, ω ∈ D. Dann ist Tc genau dann ergodisch auf (D,BD, λD),
wenn c keine Einheitswurzel ist.

Beweis: Setze T := Tc. Ist c eine Einheitswurzel, existiert also ein n ∈ N
mit cn = 1, so ist T n die Identität. Dann ist für jedes A ∈ BD die Menge
A ∪ T−1A ∪ · · · ∪ T−n+1A invariant unter T .

Wähle ein A ∈ BD mit 0 < λD(A) < 1/n, so gilt

0 < λD(A ∪ · · · ∪ T−n+1A) ≤
n−1∑

k=0

λD(T−kA) = nλD(A) < 1 .

Somit ist T nicht ergodisch. Für die Umkehrung treffen wir zunächst Vorbe-
reitungen:

3.14 Lemma Sei c ∈ D keine Einheitswurzel. Dann liegt {cn, n ∈ N0} dicht
in D.



3. STATIONÄRE PROZESSE 39

Beweis: Da die cn, n ∈ N, alle verschieden sind, besitzt diese Folge mindestens
einen Häufungspunkt ω0 ∈ D. Seien ε > 0 und m > n in N mit |cn − ω0| < ε
und |cm − ω0| < ε. Dann gilt |cm−n − 1| ∈ (0, 2ε). Daraus folgt, dass für jedes
ω ∈ D ein k ∈ N existiert mit |ω − ck(m−n)| < 2ε. Da ε > 0 beliebig war, folgt
die Behauptung. �

3.15 Lemma Es sei (Ω,A, P ) ein W-Raum und F eine Algebra mit A =
σ(F). Zu ε > 0 und A ∈ A existiert dann ein B ∈ F mit P (A4B) < ε.

Beweis: maßtheoretische Übung. �

Wir führen den Beweis von Satz 3.13 fort: Sei c keine Einheitswurzel. F
sei die Familie der endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter Intervalle in
D; dann ist F eine Algebra. Sei nun A invariant unter Tc mit λD(A) > 0 und
ε ∈ (0, 1/2), dann existiert nach 3.15 eine endliche Vereinigung B =

⋃n
i=1 Ii

disjunkter Intervalle I1, . . . , In ⊂ D mit λD(A4B) ≤ ελD(A).

Ohne Einschränkung können wir λD(Ii) ≤ ε für i = 1, . . . , n annehmen.
Es folgt nun

λD(A4B) ≤ ελD(A) ≤ 2ε(1 − ε)λD(A)

≤ 2ε
(
λD(A) − λD(A4B)

)
≤ 2ελD(B) ,

wobei wir |λD(A)− λD(B)| ≤ λD(A4B) verwendet haben. Dies gilt für jedes
Maß und folgt aus A ⊂ B ∪ (A \ B), womit λD(A) − λD(B) ≤ λ(A \ B) ≤
λD(A4B), und dies ist symmetrisch in A und B. Es folgt nun

n∑

i=1

λD(A ∩ Ii) = λD(A ∩ B) ≥ λD(B) − λD(A4B)

≥ (1 − 2ε)λD(B)

= (1 − 2ε)
n∑

i=1

λD(Ii).

Mindestens eines der Ii erfüllt also die Ungleichung

λD(A ∩ Ii) ≥ (1 − 2ε)λD(Ii) .

Mit Lemma 3.14 kann gefolgert werden, dass ein k ∈ N und n1, . . . , nk ∈ N
existieren, so dass die Intervalle

T−n1Ii , T
−n2Ii , . . . , T

−nkIi
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paarweise disjunkt sind und D bis auf eine Menge von kleinerem Maß als 2ε
ausfüllen. Wegen der T -Invarianz von A und λD gilt für j = 1, . . . , k:

λD(A ∩ T−njIi) = λD(T−njA ∩ T−njIi) = λDT
−nj (A ∩ Ii)

= λD(A ∩ Ii) ≥ (1 − 2ε)λD(Ii)

= (1 − 2ε)λD(T−njIi) ,

also

λD(A) ≥
k∑

j=1

λD(A ∩ T−njIi) ≥ (1 − 2ε)

k∑

j=1

λD(T−njIi)

≥ (1 − 2ε)2 .

Daraus folgt λD(A) = 1. �

3.16 Definition Eine maßerhaltende Transformation T auf (Ω,A, P ) heißt
mischend , wenn für alle A,B ∈ A gilt

lim
n→∞

P (A ∩ T−nB) = P (A)P (B) . (3.1)

3.17 Lemma Jede mischende Transformation ist ergodisch.

Beweis: Ist A ∈ A eine T -invariante Menge, so gilt

P (A) = P (A ∩ A) = P (A ∩ T−nA) → P (A)P (A)

für n→ ∞, also P (A) = P (A)2, also P (A) ∈ {0, 1}. �

3.18 Lemma Es sei F eine Algebra, die A erzeugt. Falls die Gleichung (3.1)
für alle A,B ∈ F gilt, so ist T mischend.

Beweis: A,B ∈ A, ε > 0. Nach Lemma 3.15 existieren A0, B0 ∈ F mit
P (A4A0) < ε und P (B4B0) < ε. Daraus folgt

∣∣P (A ∩ T−nB) − P (A0 ∩ T−nB0)
∣∣ ≤ P (A4A0) + P

(
T−nB4T−nB0

)

≤ P (A4A0) + P (B4B0) < 2ε .

Wieder haben wir |P (A) − P (B)| ≤ P (A4B) verwendet. Die Folge
(
P (A0 ∩

T−nB0)
)

n
konvergiert gegen P (A0)P (B0) und es gilt |P (A0) − P (A)| ≤

P (A4A0) < ε und analog |P (B0) − P (B)| < ε. Also folgt

lim
n→∞

P (A ∩ T−nB) = P (A)P (B) . �
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3.19 Satz Die in Beispiel 3.8 (c) definierte Transformation T auf
([0, 1),B[0,1), λ[0,1)) ist mischend, also ergodisch.

Beweis: Für jede Menge A ⊂ [0, 1] sind T−1A ∩ [0, 1/2) und T−1A ∩ [1/2, 1)
nur um 1/2 gegeneinander verschobene Mengen. Also folgt mit P := λ[0,1)

P
(
T−1A ∩

[1
2
, 1
))

= P
(
T−1A ∩

[
0,

1

2

))
=

1

2
P (T−1A)

= P (A)P
([

0,
1

2

))
.

Analog folgt für n ∈ N und k = 0, 1, . . . , 2n − 1:

P
(
T−nA ∩ [k2−n, (k + 1)2−n)

)
= P (A)P

(
[k2−n, (k + 1)2−n)

)
.

A0 sei die Familie der Intervalle der Form
[
k2−n, (k + 1)2−n

)
mit n ∈ N und

0 ≤ k ≤ 2n − 1. Dann gilt also

lim
m→∞

P (T−mA ∩ I) = P (A)P (I)

für alle I ∈ A0. Diese Gleichung bleibt richtig, wenn I eine endliche Vereini-
gung paarweise disjunkter Intervalle dieser Form ist. Diese Figuren bilden eine
Algebra, die die Borel-σ-Algebra auf [0, 1) erzeugt. Somit folgt der Satz mit
Lemma 3.18. �

3.20 Satz (Ergodensatz von Birkhoff, 1931) Es sei T eine maßerhalten-
de Transformation auf (Ω,A, P ) und X ∈ L1(Ω,A, P ). Dann konvergiert

Sn :=
1

n

n−1∑

j=0

X ◦ T j

fast sicher für n→ ∞ gegen eine J -messbare Zufallsgröße Y , für die

∫
X dP =

∫
Y dP

gilt.

3.21 Bemerkungen

(a) Ist T ergodisch, so ist jede J -messbare Zufallsgröße fast sicher konstant.
Wegen

∫
X dP =

∫
Y dP muss Y =

∫
X dP = EX gelten. Insbesondere

folgt aus dem Ergodensatz zusammen mit Satz 3.11 das starke Gesetz der
großen Zahlen, siehe Korollar 6.5, Wahrscheinlichkeitstheorie.
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(b) Mit A ∈ J ist 1AX ∈ L1(Ω,A, P ). Mit Satz 3.20 existiert eine J -messbare
Zufallsgröße YA:

lim
n→∞

1

n

n−1∑

j=0

(1AX) ◦ T j = YA

und ∫
YA dP =

∫
1AX dP =

∫

A

X dP .

Ist A invariant, so folgt

1

n

n−1∑

j=0

(1AX) ◦ T j =
1

n
1A

n−1∑

j=1

X ◦ T j ,

also YA = 1AY P-f. s. Somit haben wir im nicht-ergodischen Fall gezeigt,
dass ∫

A

X dP =

∫

A

Y dP ∀A ∈ J ,

also Y = E(X | J ).

(c) Die Konvergenz in Satz 3.20 gilt auch im 1. Mittel. Siehe etwa Billings-

ley,
”
Ergodic Theory and Information“.

Beweis von Satz 3.20 (nach Katznelson, Weiss, 1982): Mit der üblichen
Zerlegung X = X+ −X− reicht es, den Satz für X ≥ 0 zu zeigen. Es sei

X(ω) := lim sup
n→∞

Sn(ω) , X(ω) := lim inf
n→∞

Sn(ω) .

Es gilt X ◦ T = X und X ◦ T = X, also sind X und X J -messbar. Man zeigt
nun ∫

X dP ≤
∫
X dP ≤

∫
X dP , (3.2)

denn mit X ≤ X folgt dann X = X fast sicher, also konvergiert (Sn)n f. s.
gegen eine J -messbare Zufallsgröße mit den gewünschten Eigenschaften.

Für den Beweis der 1. Ungleichung in (3.2) verfolge man die Idee: Man
schaue auf die

”
Zeitpunkte“ 0 = n0 < n1 < n2 . . . , für die der durchschnittliche

Zuwachs
1

nj+1 − nj

[
X(T njω) + · · · +X(T nj+1−1ω)

]

dem lim sup
”
nahe“ kommt. Es ergeben sich zwei technische Probleme. Erstens

kann man nicht ausschließen, dass X = ∞ ist. Man schneide ab: Für M ∈
(0,∞) sei XM = min(X,M). ε > 0 sei beliebig. Für ω ∈ Ω sei n(ω) ∈ N die
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kleinste Zahl k ∈ N mit Sk(ω) ≥ XM(ω) − ε. Die Abbildung n : Ω → N ist
A-P(N)-messbar, denn für k ∈ N gilt

{ω : n(ω) = k} =

k−1⋂

j=1

{Sj < XM − ε} ∩ {Sk ≥ XM − ε} .

n als Funktion von ω braucht nicht beschränkt zu sein – das zweite technische
Problem. Allerdings gilt

lim
N→∞

P
(
{ω : n(ω) > N}

)
= 0 .

Also existiert ein Nε ∈ N mit P
(
{ω : n(ω) > Nε}

)
≤ ε. Wir schneiden auch

n(ω) und X ab: Mit A := {ω : n(ω) ≤ Nε} seien

X̃(ω) :=

{
X(ω) , ω ∈ A ,

M , ω 6∈ A
und ñ(ω) :=

{
n(ω) , ω ∈ A ,

1 , ω 6∈ A .

Gilt X(ω) > M , so ist n(ω) = 1, wegen S1(ω) = X(ω). Somit ist dann ω ∈ A.
Dann ist

X(ω) ≤ X̃(ω) für alle ω , (3.3)

denn im Fall X(ω) ≤ M folgt die Ungleichung für ω ∈ A ohnehin und für
ω ∈ Ac ist M = X̃(ω). Für ω 6∈ A gilt wegen ñ(ω) = 1 und X̃(ω) = M

1

ñ(ω)

ñ(ω)−1∑

j=0

X̃
(
T j(ω)

)
≥ XM(ω) − ε . (3.4)

Diese Ungleichung gilt auch für ω ∈ A, denn dort ist ñ(ω) = n(ω) und mit
(3.3) ist die linke Seite von (3.4) nicht kleiner als Sn(ω)(ω), also auch nicht
kleiner als XM(ω) − ε nach der Definition von n(ω). Weiter gilt

∫
X̃ dP =

∫

A

X̃ dP +

∫

Ac

X̃ dP ≤
∫
X dP +Mε . (3.5)

Nun definiert man rekursiv:

n0(ω) := 0 , n1(ω) := ñ(ω) ,

nk(ω) := nk−1(ω) + ñ
(
T nk−1(ω)(ω)

)
für k ∈ N\{1} .

Für m ∈ N sei K(ω) die größte Zahl k ∈ N mit nk(ω) ≤ m. K(ω) hängt somit
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auch von m ab. Mit ñ(ω) ≤ Nε folgt m− nK(ω)(ω) ≤ Nε. Dann folgt

m−1∑

j=0

X̃(T jω) ≥
nK(ω)(ω)−1∑

j=0

X̃(T jω)

=

n1(ω)−1∑

j=0

X̃(T jω) +

n2(ω)−1∑

j=n1(ω)

X̃(T jω)

+ · · · +

nK(ω)(ω)−1∑

j=nK(ω)−1(ω)

X̃(T jω) .

Nun verwenden wir (3.4), angewandt auf

ω, T n1(ω)(ω), T n2(ω)(ω), . . . , T nK(ω)−1(ω)(ω) ,

und erhalten

≥ n1(ω)
(
XM(ω) − ε

)

+
(
n2(ω) − n1(ω)

)(
XM

(
T n1(ω)(ω)

)
− ε
)

+ · · · +
(
nK(ω)(ω) − nK(ω)−1(ω)

)

·
(
XM

(
T nK(ω)−1(ω)(ω)

)
− ε
)
.

Für alle ω ∈ Ω und j ∈ N ist XM(T jω) = XM(ω). Also folgt

= nK(ω)(ω)XM(ω) − nK(ω)(ω)ε

≥ mXM(ω) +
(
nK(ω)(ω) −m

)
XM(ω) −mε

≥ mXM(ω) −NεM −mε .

Wir dividieren nun durch m und beachten∫
X̃(T jω)P (dω) =

∫
X̃ dP (T maßerhaltend) ,

also ∫
X̃ dP ≥

∫
XM dP − NεM

m
− ε .

Mit (3.5) folgt
∫
X dP ≥

∫
XM dP − NεM

m
− ε−Mε .

Da dies für alle m ∈ N und ε > 0 gilt, folgt
∫
X dP ≥

∫
XM dP
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für alle M > 0.

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert

∫
X dP ≥

∫
X dP .

Die zweite Ungleichung folgt analog und ist etwas einfacher, da X nicht nach
unten abgeschnitten werden muss. �

Der Begriff Ergodensatz hat seine Ursprünge in der Physik. Man denke
sich Ω als den Phasenraum eines dynamischen Systems, zur Zeit n = 0 sei
ω der Zustand des Systems, zur Zeit n sei er gegeben durch T nω, wobei T :
Ω → Ω eine Bewegung beschreibe. Es sei nun X(ω) eine Beobachtung von
ω. Tatsächlich mißt man in der Regel nicht X(ω) (die Beobachtungszeit ist
häufig zu lang im Vergleich zur Zeitskala, in der molekulare Wechselwirkungen
stattfinden), sondern durchschnittliche Werte von X(ω), die ω im Laufe seiner
dynamischen Entwicklung annimmt, also

1

n

n−1∑

j=0

X ◦ T j(ω).

J.W. Gibbs stellte in den letzten Jahren des 19. Jahrhunderts die Vermutung
auf, dass T n(ω) den ganzen Phasenraum durchlaufen sollte und die Dichte
der Punkte T n(ω) in einer kleinen Umgebung gegen eine Limesdichte konver-
gieren sollte. Diese Limesverteilung sollte dann invariant unter T sein. Wenn
die Limesverteilung P ist, sollte man das obige diskrete Zeitmittel duch das
Phasenmittel ∫

X(ω)P (dω)

ersetzen können. Birkhoff hat 1931 gezeigt, dass diese Vermutungen von
Gibbs in einer geeigneten Formulierung stimmen. Dabei ist ein wichtiger
Punkt, dass T nω niemals über den ganzen Phasenraum verteilt sein wird,
wenn es Teilbereiche A ⊂ Ω gibt, die unter T invariant sind und P (A) > 0 und
P (Ac) > 0 gilt. Daher ist natürlich die einzige Hoffnung auf Bestätigung der
Gibbsschen Vermutung die Annahme, dass invariante Mengen Wahrschein-
lichkeit 0 oder 1 haben. Dies führte zu der gegebenen Definition ergodischer
maßerhaltender Transformationen.
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KAPITEL 4

Zufallsgraphen

In diesem Kapitel wollen wir eine Einführung in die Theorie der zufälligen
Graphen geben.

Wir betrachten ein paar Grundbegriffe der Graphentheorie, beschreiben
das Modell eines Zufallsgraphen und führen sogenannte Schwellenfunktionen
ein. Dieser Begriff wird an Hand einiger Grapheneigenschaften untersucht. His-
torisch sind die zu beschreibenden Objekte 1959 von Paul Erdős eingeführt
worden, und zwar zur Beantwortung einiger Fragen der Graphentheorie. Wir
schließen das Kapitel mit dem Beweis eines fundamentalen Satzes von Erdős.

Ein Graph ist eine Ansammlung von Punkten (Knoten), wobei manche
Punkte durch eine Kante verbunden sind. Etwa

4.1 Definition Ein Graph ist ein Paar G = (V,E) disjunkter Mengen mit
E ⊆ [V ]2 (bezeichne die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von V ). Ele-
mente von V nennt man Ecken oder Knoten (engl. vertices) des Graphen,
die Elemente von E heißen Kanten (engl. edges). Der Graph G heißt endlich
bzw. unendlich je nachdem, ob V endlich oder unendlich ist. Für |V | schrei-
ben wir auch |G| und nennen es die Ordnung von G. Zwei Knoten von G sind
benachbart in G, wenn xy ∈ E ist. xy bezeichnet kurz {x, y}; x, y ∈ V .

Zur Historie: Es ist manchmal schwer – warum auch immer –, einen Graphen
mit einer speziellen Eigenschaft zu konstruieren: Gibt es Graphen, die gleich-
zeitig beliebig große Taillenweite und beliebig hohe chromatische Zahl haben?
Erdős definierte für jedes n ∈ N auf der Menge aller Graphen der Ordnung n
einen Wahrscheinlichkeitsraum und zeigte, dass bei geeigneter Wahl der Wahr-
scheinlichkeitsmaße die Wahrscheinlichkeit, dass der gesuchte Graph existiert,
für hinreichend große n positiv wird! Man spricht von der probabilistischen

47



48 4. ZUFALLSGRAPHEN

Methode. Wir werden diese historisch bedeutende Frage später genau unter-
suchen. Um die Frage aber zumindest formal verstehen zu können, hier die
Definition der Begriffe:

4.2 Definition

(a) Ein Weg ist ein nicht leerer Graph P = (V,E) mit

V = {x0, x1, . . . , xk} und E = {x0x1, x1x2, . . . , xk−1xk},

wobei die xi paarweise verschieden sind. Die Anzahl der Kanten eines
Weges ist seine Länge. Ist P = x0 · · ·xk−1 (Kurzschreibweise) ein Weg und
k ≥ 3, so ist C := P + xk−1x0 ein Kreis (wobei + bedeutet: wir vereinen
die Kantenmenge bei gleichen V = {x0, . . . , xk−1}). C = x0 · · ·xk−1x0

(Kurzschreibweise). Ein Kreis der Länge k wird mit Ck bezeichnet.

(b) Die Länge eines kürzesten Kreises in einem Graphen G (bezüglich ⊆: ein
Graph G′ = (V ′, E ′) ist ein Teilgraph von G, wenn V ′ ⊆ V und E ′ ⊆ E
zu G = (V,E)) ist die Taillenweite g(G) von G.

(c) Eine Eckenfärbung eines Graphen G = (V,E) ist eine Abbildung c :
V → S mit c(v) 6= c(w) für je zwei benachbarte Ecken v, w. S ist die
Farbenmenge. Das kleinste k ∈ N, so dass G eine Eckenfärbung hat
(c : V → {1, . . . , k}), nennt man die (Ecken-) chromatische Zahl von
G, χ(G) in Bezeichnung.

Die oben genannte Frage, dessen Antwort Erdős fand, kann nun wie
folgt gestellt werden: Existiert zu jedem k ∈ N ein Graph G mit g(G) > k und
χ(G) > k? Man benötigt Kenntnisse aus der Graphentheorie, um genauer zu
verstehen, warum beide Forderungen gleichzeitig einer typischen Konstruktion
entgegenstehen. Aus dem Bauch heraus verstehen wir jetzt aber, warum sich
die beiden Forderungen an einen zu konstruierenden Graphen in die Quere
kommen: Kreise (wie groß sie auch immer sind) benötigen zur Eckenfärbung
nur 2 oder 3 Farben. Sie stören also, wenn man eine große Mindestzahl von
Farben haben möchte.

Wir wenden uns den Zufallsgraphen zu: Zu V = {0, 1, . . . , n−1} wollen wir
die Menge G der Graphen auf V in einen Wahrscheinlichkeitsraum verwandeln.
Dann machen Fragen der Art

”
mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Graph

G ∈ G eine spezielle Eigenschaft“ Sinn. Wir betrachten das sogenannte G(n, p)-
Modell:

G(n, p)-Modell:

Für alle Eckenpaare e ∈ [V ]2 entscheidet man unabhängig voneinander,
ob e eine Kante von G sein soll oder nicht. Die Wahrscheinlichkeit, dass e
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eine Kante sei, soll 0 < p < 1 sein (zeitliche Interpretation: starte mit einem
leeren Graphen auf n Knoten. Jede der

(
n
2

)
Kanten wird mit Wahrscheinlichkeit

p eingefügt). Ist G0 ein konkreter Graph auf V mit m Kanten, so hat das
Elementarereignis {G0} die Wahrscheinlichkeit

pm q(
n

2)−m, q := 1 − p.

Der Wahrscheinlichkeitsraum G = G(n, p) ist nun ganz einfach zu konstruieren:
zu e ∈ [V ]2 sei Ωe := {0, 1} und Pe(0) = 1 − p und Pe(1) = p. Dann bezeichne
G(n, p) den Produktraum (Ω, P ) mit

Ω :=
∏

e∈[V ]2

Ωe, P Produktmaß.

Ein ω ∈ Ω identifiziert man mit einem Graphen G auf V und Kantenmenge
E = {e : ω(e) = 1}. Man sagt nun, G ist ein Zufallsgraph auf V mit Kanten-
wahrscheinlichkeit p. Es sei weiter

Ae := {ω : ω(e) = 1}
( e ist eine Kante in G).

4.3 Korollar Die Ereignisse (Ae)e sind unabhängige Ereignisse mit Wahr-
scheinlichkeit p.

Dies ist nach Konstruktion des Produktraumes klar.

Es sei X : G(n, p) → N die Zufallsgröße, die jedem Zufallsgraphen G die
Anzahl seiner zu Ck isomorphen Teilgraphen zuordnet. Wir sagen genauer,
was dies bedeutet:

4.4 Definition G = (V,E) und G′ = (V ′, E ′) seien zwei Graphen. Gilt V ′ ⊆ V
und E ′ ⊆ E, so ist G′ ein Teilgraph von G. G heißt isomorph zu G′, G ' G′

in Zeichen, wenn es eine Bijektion ϕ :V → V ′ gibt mit

xy ∈ E ⇔ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′ für alle x, y ∈ V.

ϕ heißt Isomorphismus.

Um mit den neuen Begriffen ein wenig Übung zu bekommen, zeigen wir

4.5 Lemma Die mittlere Anzahl von Kreisen der Länge k(≥ 3) in G ∈ G(n, p)
beträgt

E(X) =
(n)k

2k
pk,

wobei wir (n)k := n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1) setzen.
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Beweis: Für C := Ck mit Ecken aus V = {0, . . . , n− 1} sei

XC :G 7→
{

1, falls C ⊆ G ist,
0, sonst.

Dann ist

E(XC) = P (XC = 1) = P ( Menge aller Graphen aus G(n, p), die C enthalten).

Dies ist nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit, dass C ein Kreis in G ist,
also P (C ⊆ G) = pk (da C ein Kreis der Länge k ist). Wie viele dieser Kreise
C = v0 · · ·vk−1v0 gibt es? Es gibt (n)k Folgen v0 · · · vk−1 mit (unterschiedlichen)
Ecken aus V . Jeder Kreis wird durch 2 k dieser Folgen beschrieben: also gibt
es (n)k

2k
solche Kreise. Nun ist X die Summe aller XC , wobei C die (n)k

2k
Kreise

der Länge k mit Ecken aus V durchläuft, also

E(X) =
∑

C

E(XC) =
(n)k

2k
pk.

Damit ist das Lemma bewiesen. �

Schwellenfunktionen:

Man sagt, dass ein Graph G eine Eigenschaft A ⊆ G(n, p) hat, wenn
G ∈ A ⊆ G(n, p) gilt. Erdős und Rényi entdeckten 1960, dass viele Gra-
pheneigenschaften ab einem gewissen p(n) eintreten. Wir lassen nun also p in
n variieren. Geht P (G ∈ A) → 1 für n → ∞, so sagt man, dass fast alle G in
G(n, p) die Eigenschaft A haben. Strebt die Wahrscheinlichkeit gegen 0, so hat
fast kein G die Eigenschaft A. (Vorsicht im Vergleich zur üblichen Definition
von “fast alle” (fast sicher).)

Ein kleiner Eindruck der Evolution eines Zufallsgraphen: Ist p(n) we-
sentlich unterhalb von 1/n2, hat fast jeder Graph nur isolierte Ecken. Ab
p(n) = 1/(n

√
n) hat fast jeder Graph die ersten Komponenten mit mehr als

zwei Ecken (dabei ist eine Komponente ein maximal zusammenhängender nicht
leerer Teilgraph, ohne Details). Ab p(n) = 1/n tauchen die ersten Kreise auf.
Eine spezielle Komponente beginnt stärker zu wachsen als die anderen und
bei etwa p(n) = log n/n “verschlingt” sie andere und die Graphen werden
zusammenhängend.

Die Entwicklung vollzieht sich in Schüben: Die genannten p(n)-Werte sind
Schwellenwerte, unterhalb derer fast kein Graph und oberhalb derer fast jeder
Graph die betreffende Eigenschaft hat.

4.6 Definition Eine reelle Funktion t = t(n) mit t(n) 6= 0 für alle n ∈ N heißt
Schwellenfunktion für eine Grapheneigenschaft A, wenn für jedes p = p(n) und
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G ∈ G(n, p) gilt:

lim
n→∞

P (G ∈ A) =

{
0, falls p/t →

n→∞
0,

1, falls p/t →
n→∞

∞.

Ist t Schwellenfunktion, so natürlich auch c t mit c ∈ R+. Schwellenfunktionen
sind also nur bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt (wenn es sie
gibt).

Wir wollen nun eine sehr zentrale Schwellenfunktion bestimmen: Zu einem
gegebenen Graphen H bezeichnen wir mit AH die Grapheneigenschaft, eine
Kopie von H als Teilgraphen zu enthalten:

AH := {G : H ⊆ G}.

4.7 Definition

(a) Die Dichte eines Graphen G = (V,E) ist definiert durch

%(G) =
|E|
|V | .

(b) Man nennt G ausgewogen oder balanciert , wenn für alle Teilgraphen G′

von G gilt:

%(G′) ≤ %(G)

(strikt ausgewogen, strikt balanciert , wenn < gilt).

4.8 Beispiele

(a) Sind je zwei Ecken von G benachbart, so heißt G vollständig . Hat er k
Ecken, bezeichnen wir diesen Graphen mit Kk. Kk ist strikt balanciert.

K K K K3 4 52
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(b)

nicht balanciert

balanciert

Der erste Graph ist nicht balanciert, denn die Dichte ist 7/5 und K4

hat Dichte 3
2
. Der zweite ist balanciert, aber nicht strikt (liegt an K4).

4.9 Satz (von Erdős und Rényi) Es sei H ein balancierter Graph mit k
Ecken und l ≥ 1 Kanten. Dann ist t(n) := n−k/l eine Schwellenfunktion für
AH .

Der Beweis ist recht umfangreich und wird eine sehr wichtige, vielfach
angewendete Methode präsentieren. Zuvor sammeln wir ein paar Folgerungen
aus diesem Satz:

4.10 Korollar Ist k ≥ 3 und A die Eigenschaft, einen Kreis der Länge k als
Teilgraph zu enthalten, so ist t(n) = 1/n eine Schwellenfunktion für A.

Beweis: Hier ist l = k und Ck ist balanciert. �

4.11 Definition Ein Graph heißt zusammenhängend , wenn er für je zwei sei-
ner Ecken x, y einen Weg von x nach y enthält. Ein Graph, der keinen Kreis
enthält und zusammenhängend ist, heißt Baum. Eine alternative Definition
(ohne Beweis): Ein zusammenhängender Graph mit k Ecken ist genau dann
ein Baum, wenn er k − 1 Kanten hat.

4.12 Korollar Ist T ein Baum der Ordnung k ≥ 2 und A die Eigenschaft,
eine Kopie von T als Teilgraph zu enthalten, so ist t(n) = n−k/k−1 eine Schwel-
lenfunktion für A.

Beweis: k/k−1 folgt aus der Definition eines Baums. Ein Baum ist balanciert.
�
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Bemerke, dass die Schwelle beim Kreis unabhängig ist von der Länge des
Kreises. Beim Baum ist sie unabhängig von der Gestalt des Baumes.

4.13 Korollar Ist k ≥ 2 und A die Eigenschaft, einen Kk als Teilgraph zu
enthalten, so ist t(n) = n−2/k−1 eine Schwellenfunktion.

Beweis: Es gilt immer

%(Ki) =
1

2
(i− 1) <

1

2
(k − 1) = %(Kk)

für alle i < k. Nun ist l =
(

k
2

)
für Kk. Es ist l = 1

2
k(k − 1) und daher ist die

Schwelle n−k/l = n−2/k−1. �

Die Cliquenzahl eines Graphen G ist definiert durch

w(G) := max{k : es existiert ein Kk in G}.

Damit ist zum Beispiel die Schwellenfunktion der Eigenschaft

A = {Existenz einer Clique der Größe mindestens 4} = {w(G) ≥ 4}

gleich n−2/3. Dies ist eine einfache Monotonie-Überlegung.

Es folgt nun der Beweis von Satz 4.9:

Vorbereitung: Es sei X(G) die Anzahl der zu H isomorphen Teilgraphen
von G ∈ G(n, p). Weiter sei H die Menge aller zu H isomorphen Graphen
auf Teilmengen von {0, . . . , n − 1} (Eckenmenge der Graphen aus G(n, p)).
Formalisiert liefert dies:

H = {H ′ : H ′ ' H, V (H ′) ⊆ {0, . . . , n− 1}}

Es sei nun H ′ ∈ H und G ∈ G(n, p). Ist H ′ ⊆ G, so bezeichnet dies die
Tatsache, dass H ′ ein Teilgraph von G ist.

Sei h die Anzahl der zu H isomorphen Graphen auf einer festen Menge
von k Ecken. Dann ist h ≤ k! und somit

|H| =

(
n

k

)
h ≤

(
n

k

)
k! ≤ nk.

Zu p = p(n) sei γ = p
t
, also

p = γ n−k/l.

Wir müssen nun zeigen:

(a) fast kein G ∈ G(n, p) liegt in AH, falls γ → 0 für n→ ∞ und
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(b) fast alle G ∈ G(n, p) liegen in AH , falls γ → ∞ für n→ ∞.

Beweis von Punkt (a): Hier führen wir den Beweis mit Hilfe der Methode der
ersten Momente: Dazu eine Erinnerung:

4.14 Lemma Ist X eine nicht-negative, ganzzahlige Zufallsgröße, so ist

P (X > 0) ≤ E(X).

Beweis: Es gilt

E(X) =
∑

i≥0

i P (X = i) ≥
∑

i≥1

P (X = i) = P (X > 0).

�

Gilt für eine Folge von Zufallsgrößen (Xn)n, dass limn→∞ E(Xn) = 0, so
folgt

lim
n→∞

P (Xn = 0) = 1,

und man sagt hierzu, Xn ist fast sicher gleich Null. Wir wollen also E(X)
bestimmen. Es gilt

E(X) =
∑

H′∈H
P (H ′ ⊆ G) = |H| pl ≤ nk(γn−k/l)l = γl

und mit γ geht also auch E(X) für wachsende n gegen Null. Also liegt fast
kein G aus G(n, p) in AH .

Beweis von Punkt (b): Hier wird uns die Methode der zweiten Momente helfen:

4.15 Lemma Ist X eine Zufallsgröße mit Werten in N0, so gilt

P (X = 0) ≤ Var(X)

(EX)2
.

Beweis:

P (X = 0) ≤ P
(
|X − E(X)| ≥ E(X)

)
≤ Var(X)

(EX)2

nach der Tschebyschev-Ungleichung. �

Ist nun Var(X) = o((EX)2), so ist X > 0 fast sicher. Wir untersuchen
also Var(X): Zunächst ist

E(X2) =
∑

(H′,H′′)∈H2

P (H ′ ∪H ′′ ⊆ G) =
∑

(H′,H′′)∈H2

p2 l−|E(H′∩H′′)|.



4. ZUFALLSGRAPHEN 55

Nun ist %(H ′ ∩H ′′) ≤ %(H) = l/k (balanciert!). Ist |V (H ′ ∩H ′′)| = i, so folgt
|E(H ′ ∩H ′′)| ≤ i l

k
. Also ist wegen p < 1

P (H ′ ∪H ′′ ⊆ G) ≤ p2 l− i l
k .

Nun betrachten wir

H2
i := {(H ′, H ′′) ∈ H2 : |V (H ′ ∩H ′′)| = i}

für i = 0, . . . , k. Wir bestimmen nun
∑

i

P (H ′ ∪H ′′ ⊆ G) =: Ai,

wobei
∑

i die Summe über alle (H ′, H ′′) ∈ H2
i bezeichne. Im Fall i = 0 sind

H ′ und H ′′ disjunkt und {H ′ ⊆ G} ist somit unabhängig von {H ′′ ⊆ G}. Also

A0 ≤
∑

(H′,H′′)∈H2

P (H ′ ⊆ G)P (H ′′ ⊆ G) = (EX)2.

Für i ≥ 1 ist ∑

i

=
∑

H′,H′′∈H:|V (H′∩H′′)|=i

.

Ist H ′ fest gewählt, so hat die Summe über die H ′′

(
k

i

)(
n− k

k − i

)
h

Summanden. Damit ist

Ai ≤
∑

H′∈H

(
k

i

)(
n− k

k − i

)
h p2lp−il/k

= |H|
(
k

i

)(
n− k

k − i

)
h p2l

(
γ n−k/l

)−il/k

≤ |H| pl c1 n
k−i h pl γ−il/k ni

= E(X) c1 n
k h pl γ−il/k

≤ E(X) c2

(
n

k

)
h pl γ−il/k

= E(X)2 c2 γ
−il/k

≤ E(X)2 c2 γ
−l/k.

Also folgt mit c3 = k c2:

E(X2)

(EX)2
=

(
A0

(EX)2
+

k∑

i=1

Ai
1

(EX)2

)
≤ 1 + c3 γ

−l/k,
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also
E(X2) − (EX)2

(EX)2
≤ c3 γ

−l/k,

und die rechte Seite geht für γ → ∞ gegen Null. Somit ist X(G) > 0 für fast
alle G ∈ G(n, p), das heißt fast alle G ∈ G(n, p) enthalten eine Kopie von H
als Teilgraphen und liegen somit in AH . Damit ist der Satz bewiesen. �

Für die Anzahl X(G) der zu H isomorphen Teilgraphen von G ∈ G(n, p)
hatten wir E(X) = |H| pl ∼ nk pl gesehen. Somit folgt bei der Wahl
limn→∞ p/n−k/l = 0 für p = p(n), dass limn→∞ E(X) = 0, und für die Wahl
limn→∞ p/n−k/l = ∞, dass limn→∞ E(X) = ∞ gilt. Dies gilt für alle H mit k
Ecken und l Kanten. Trotzdem gilt der folgende Satz:

4.16 Satz Es sei H nicht balanciert mit k Ecken und l ≥ 1 Kanten. Dann ist
t(n) = n−k/l keine Schwellenfunktion für AH .

Beweis: Es sei H ′ ⊆ H so gewählt, dass %(H ′) > l
k

(H nicht balanciert). Dann
ist

E(X ′) ∼ n|V (H′)| p|E(H′)|

= (n|V (H′)|/|E(H′)| p)|E(H′)|,

wobei X ′(G) die Anzahl der zu H ′ isomorphen Teilgraphen von G ∈ G(n, p)
bezeichnet und |V (H ′)| (|E(H ′)|) die Knotenanzahl (Kantenanzahl) von H ′.
Wir wählen nun p = p(n) so, dass

p(n)/n−k/l → ∞ und p(n)/n−|V (H′)|/|E(H′)| → 0

(dies ist möglich, da |E(H′)|
|V (H′)| > l

k
). Damit folgt aber lim

n→∞
E(X ′) = 0, also

lim
n→∞

P (X ′ = 0) = 1. Da weiter {X ′ = 0} ⊆ {X = 0}, kann t(n) keine Schwel-

lenfunktion für AH sein. �

Wir stellen nun die zu Beginn des Kapitels erwähnte probabilistische Me-
thode exemplarisch mittels des Beweises des Satzes von Erdős über die Exis-
tenz von Graphen mit hoher Taillenweite und chromatischer Zahl dar.

4.17 Satz (von Erdős, 1959) Zu jedem k ∈ N gibt es einen Graphen H mit
Taillenweite g(H) > k und chromatischer Zahl χ(H) > k.

Wir bereiten den Beweis vor. Zu einem Graph G = (V,E) heißt eine
Teilmenge von V (Eckenmenge) unabhängig, wenn ihre Elemente paarweise
nicht benachbart sind. Die größte Mächtigkeit einer unabhängigen Eckenmenge
in G ist die Unabhängigkeitszahl α(G) von G.
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4.18 Proposition Für jedes k ≥ 2 gilt für die Wahrscheinlichkeit, dass G ∈
G(n, p) eine unabhängige Eckenmenge der Mächtigkeit k enthält,

P
(
α(G) ≥ k

)
≤
(
n

k

)
(1 − p)(

k

2).

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine fest gewählte Eckenmenge U ∈ [V ]k

in G unabhängig ist, beträgt (1 − p)(
k

2). Es gibt nur
(

n
k

)
solche Mengen U . �

4.19 Bemerkung (analog zur Proposition zu beweisen)

P (ω(G) ≥ k) ≤
(
n

k

)
p(

k

2).

(Wahrscheinlichkeit, dass G ∈ G(n, p) einen Kk enthält; Erinnerung: ω(G) ist
die Cliquenzahl).

Wir nennen Kreise der Länge ≤ k kurz und Mengen von |G|
k

oder mehr
Knoten von G groß. Wir suchen (Erdős suchte) einen Graphen G ohne kurze
Kreise und ohne große unabhängige Eckenmengen: die letzt genannte Eigen-
schaft impliziert, dass wir mehr als k Farben brauchen, um G zu färben (denn:

α(G) < |G|
k

, also k < |G|
α(G)

≤ χ(G)). Die letzte Ungleichung ist eine bekannte
Schranke für die chromatische Zahl, die man wie folgt einsehen kann: Die Kno-
ten einer Knotenmenge Ṽ vonG können genau dann mit derselben Farbe belegt
werden, wenn Ṽ eine unabhängige Knotenmenge ist. Es sei eine Färbung von
G mit k = χ(G) Farben gegeben. Wir ordnen jeder Farbe i die Menge Vi ⊂ V
der mit i gefärbten Knoten zu. Dann sind alle Mengen V1, . . . , Vk unabhängig.
Es gilt jeweils |Vi| ≤ α(G), also

|G| =
k∑

i=1

|Vi| ≤ α(G)χ(G),

woraus die behauptete Ungleichung folgt. Wählt man p, die Kantenwahr-
scheinlichkeit, klein genug, so werden die Zufallsgraphen aus G(n, p) mit ho-
her Wahrscheinlichkeit keine (kurzen) Kreise haben (wir kennen bereits die
Schwelle p(n) = 1/n). Intuitiv erwartet man bei p groß genug, dass kaum
große unabhängige Eckenmengen auftreten. Es ergibt sich somit die folgende
Frage: Kann man p so wählen, dass es für große n gleichzeitig klein genug
für P (g ≤ k) < 1

2
und groß genug für P (α ≥ n/k) < 1

2
ist? Wenn ja, so

enthält G(n, p) mindestens einen Graphen ohne kurze Kreise und ohne große
unabhängige Eckenmengen. Tatsächlich kann man p so nicht wählen, da 1/n
auch eine Schwellenfunktion für große unabhängige Mengen ist. Der Beweis
des Satzes verfolgt eine andere Idee.
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Beweis von Satz 4.17: Es sei ε > 0 und ε < 1/k fest gewählt. Sei p := p(n) =
nε

n
= 1

n1−ε . Wir liegen oberhalb der Schwelle 1/n und kümmern uns um die
Anzahl X(G) der kurzen Kreise in einem Zufallsgraphen G ∈ G(n, p) (Anzahl
der Kreise der Länge ≤ k). Es gilt mit Lemma 4.5:

E(X) =
k∑

i=3

(n)i

2i
pi ≤ 1

2

k∑

i=3

pi ni ≤ 1

2
(k − 2)nk pk,

denn (n p)i ≤ (n p)k wegen n p = nε ≥ 1. Daraus folgt

P

(
X ≥ n

2

)
≤ E(X)

n/2
≤ (k − 2)nk−1 pk = (k − 2)nk−1 n(ε−1)k = (k − 2)nk ε−1.

Nun ist k ε− 1 < 0 nach obiger Wahl, also

lim
n→∞

P

(
X ≥ n

2

)
= 0.

Wir wählen n so groß, dass P
(
X ≥ n/2

)
< 1/2. Wir finden also einen Graphen

G ∈ G(n, p) mit weniger als n/2 kurzen Kreisen.

Behauptung: n kann so groß gewählt werden, dass P
(
α ≥ n

2k

)
< 1/2 bei

obiger Wahl von p(n) = 1
n1−ε gilt. Wir finden dann einen Graphen G ∈ G(n, p)

mit α(G) < n
2k

und mit weniger als n/2 kurzen Kreisen. Dann sind wir aber
bereits am Ziel:

Aus jedem kurzen Kreis von G entfernen wir eine Ecke. Der entstehende
Graph H hat dann noch mindestens n/2 Ecken. Er enthält keine kurzen Kreise
mehr, also ist g(H) > k und weiter gilt:

χ(H) ≥ |H|
α(H)

≥ n/2

α(G)
> k

(die Unabhängigkeitszahl ist nach Konstruktion nicht größer als die von G).
Damit ist der Satz bewiesen, wenn obige Behauptung nachgeliefert wird. �

4.20 Lemma Es seien k > 0 und p = p(n) gegeben. Ist p ≥ 6k log n
n

für große
n, so gilt

lim
n→∞

P

(
α ≥ n

2k

)
= 0.

Mit Hilfe dieses Lemmas folgt dann für p = nε−1 für beliebig kleines ε > 0,
dass ein G ∈ G(n, p) existiert mit α(G) < n/(2k).
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Beweis von Lemma 4.20: Es seien n, r ∈ N mit n ≥ r ≥ 2. Weiter sei G ∈
G(n, p). Mit q := 1 − p gilt nach Proposition 4.18

P (α ≥ r) ≤
(
n

r

)
q(

r

2) ≤ nr q(
r

2)

=
(
n q

r−1
2

)r ≤
(
n e−

p(r−1)
2

)r
,

wobei wir (1 − p) ≤ e−p, 0 < p < 1, verwendet haben. Es sei nun p ≥ 6k log n
n

und r ≥ n
2k

, so folgt

n e−p(r−1)/2 = n e−pr/2+p/2 ≤ n e−
3
2

log n+p/2

≤ nn−3/2e1/2 =

√
e√
n

−→
n→∞

0.

Mit r := [ n
2k

] ist

lim
n→∞

P

(
α ≥ n

2k

)
= lim

n→∞
P (α ≥ r) = 0,

womit das Lemma bewiesen ist. �
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KAPITEL 5

Perkolation

Wir werfen einen porösen Stein in Wasser und fragen nach der Wahrscheinlich-
keit, dass das Zentrum des Steins nass wird. Broadbent und Hammersley

haben 1957 ein stochastisches Modell zu dieser Frage entwickelt. Es ist die
Geburtsstunde der Untersuchung von Perkolation.

In Zd, d ≥ 1, sei

δ(x, y) :=
d∑

i=1

|xi − yi| , x, y ∈ Zd .

Wir verbinden zwei
”
Knoten“ x, y ∈ Zd durch eine Kante, wenn δ(x, y) = 1. Es

entsteht der Graph Ld = (Zd,Ed), wenn Ed die Menge aller Kanten bezeichnet.
Es sei p und q durch 0 ≤ p ≤ 1 und p + q = 1 festgelegt. Wir nennen eine
Kante in Ld offen mit Wahrscheinlichkeit p und geschlossen sonst, unabhängig
von allen anderen Kanten. Formal meinen wir

Ω =
∏

e∈Ed

{0, 1} ;

Punkte in Ω heißen Konfigurationen ω =
(
ω(e) : e ∈ Ed

)
, ω(e) = 0 korrespon-

diere zu einer geschlossenen Kante e, ω(e) = 1 zu einer offenen Kante e. A sei
die σ-Algebra erzeugt von den endlich-dimensionalen Projektionen, und das
W-Maß sei gegeben durch

Pp =
∏

e∈Ed

µe , µe

(
ω(e) = 0

)
= q , µe

(
ω(e) = 1

)
= p .

Es liegt eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen Ω und der Menge der Teil-
mengen von Ed vor.

Für ω ∈ Ω sei
K(ω) := {e ∈ Ed : ω(e) = 1}

die Menge der offenen Kanten zu ω. Es gilt ω1 ≤ ω2 genau dann, wenn K(ω1) ⊆
K(ω2). Es liegt uns also ein spezieller Zufallsgraph vor (siehe Abb. 5.1).

Angenommen,
(
X(e), e ∈ Ed

)
sei eine Familie unabhängiger Zufallsgrößen

und X(e) ist gleichmäßig verteilt auf [0, 1]. Wir
”
koppeln“ nun alle Kanten-

Perkolationsprozesse auf Ld, wenn p das Intervall [0, 1] durchläuft. Sei 0 ≤ p ≤
1 und

ηp(e) =

{
1 , wenn X(e) < p ,

0 , wenn X(e) ≥ p .

61
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x y

Abb. 5.1: Skizze der Struktur eines zweidimensionalen porösen Steins. Die Linien deuten die
offenen Kanten an; geschlossene Kanten wurden weggelassen. Beim Eintauchen des Steins
in Wasser wird der Knoten x durch das Eindringen des Wassers nass, während der Knoten
y trocken bleibt.

e nennen wir p-offen, wenn ηp(e) = 1. Es gilt P
(
ηp(e) = 0

)
= 1− p, P

(
ηp(e) =

1
)

= p, und die Komponenten von ηp sind unabhängig. Wenn p1 ≤ p2, so ist

ηp1 ≤ ηp2 . Mit Kopplung ist hierbei gemeint, dass wir den Grundraum Ω[0,1] mit
der Produkt-σ-Algebra und dem Produktmaß ⊗p∈[0,1]Pp versehen und diesen
gemeinsamen W-Raum verwenden.

Wir nennen einen Weg oder Kreis offen, wenn alle seine Kanten offen
sind, und geschlossen, wenn alle Kanten geschlossen sind. Teilgraphen von Ld

heißen Kanten-disjunkt , wenn sie keine gemeinsamen Kanten haben, disjunkt,
wenn sie keine gemeinsamen Kanten und keine gemeinsamen Knoten haben.

Nun betrachten wir den Zufallsgraph in Ld, der aus den Knoten Zd und den
offenen Kanten besteht. Zusammenhangskomponenten dieses Graphen heißen
offene Cluster.

C(x) nennen wir den offenen Cluster, der x (Knoten) enthält. C := C(0).
C(x) steht auch für die Knotenmenge des Clusters, |C(x)| ist die Ordnung
des Clusters. Für zwei Teilmengen A und B von Knoten in Ld schreiben wir
A↔ B, wenn ein offener Pfad/Weg existiert, der einen Knoten in A mit einem
in B verbindet.

C(x) = {y ∈ Zd : x↔ y} .
Wir interessieren uns für die Perkolations-Wahrscheinlichkeit Θ(p). Dies ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebener Knoten zu einem unendlichen Cluster
gehört. Das Gitter und Pp sind translationsinvariant. Daher setzen wir

Θ(p) := Pp(|C| = ∞) = 1 −
∞∑

n=1

Pp(|C| = n) .
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5.1 Lemma Θ wächst monoton und es gilt

Θ(0) = 0 und Θ(1) = 1 .

Beweis: Die obige Kopplung durch Konstruktion der ηp liefert: Für p1 ≤ p2

folgt ηp1 ≤ ηp2. Wir nennen eine Zufallsgröße N auf (Ω,A) wachsend, wenn
N(ω) ≤ N(ω′) für ω ≤ ω′ folgt. Für p1 ≤ p2 folgt dann N(ηp1) ≤ N(ηp2). Nun
wählen wir den Produktraum

(Ω × Ω,A⊗A, Pp1 ⊗ Pp2).

Dann folgt

EPp1
(N) ≤ EPp2

(N).

Nun ist {|C| = ∞} ein wachsendes Ereignis in dem Sinne, dass ω ∈ {|C| = ∞}
impliziert dass ω′ ∈ {|C| = ∞} für jedes ω ≤ ω′. Somit ist 1{|C|=∞} wachsend,
also folgt

Θ(p1) = Pp1(|Cp1| = ∞) ≤ Pp2(|Cp2| = ∞) = Θ(p2) . �

Sei nun
pc(d) := sup{p : Θ(p) = 0}

die kritische Wahrscheinlichkeit. Es gilt Θ(p) = 0 für p < pc und Θ(p) > 0 für
p > pc. Betrachten wir den Fall d = 1. Für p < 1 existieren unendlich viele
geschlossene Kanten in L1 links und rechts der Null fast sicher, also Θ(p) = 0
für p < 1, also pc(1) = 1. Sei nun fortan d ≥ 2.

Ld können wir in Ld+1 einbetten (Projektion auf die ersten d Koordina-
ten). Dann gehört die Null in Ld+1 einem unendlichen offenen Cluster für ein
p an, wenn die Null dies in Ld erfüllt. Also ist Θ(p) = Θd(p) wachsend in d,
also

pc(d+ 1) ≤ pc(d)

für d ≥ 1. Es gilt sogar strikte <-Relation (ohne Beweis).

Wir wollen die folgenden Sätze betrachten:

5.2 Satz Für d ≥ 2 ist 0 < pc(d) < 1.

5.3 Satz Die Wahrscheinlichkeit ψ(p) für die Existenz eines unendlichen offe-
nen Clusters genügt

ψ(p) =

{
0 , wenn Θ(p) = 0 ,

1 , wenn Θ(p) > 0 .
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5.4 Bemerkungen

(a) Man glaubt den folgenden Verlauf der Perkolations-Wahrscheinlichkeit
Θ(p):

(1, 1)

pc(d) p

Θ(p)

Θ ist stetig in p, außer in pc(d). Für 3 ≤ d < 19 ist es offen, ob Θ in
pc(d) springt!

(b) In der subkritischen Phase p < pc(d) ist jeder Knoten (fast sicher) in
einem endlichen Cluster. In der superkritischen Phase p > pc(d) hat jeder
Knoten strikt positive Wahrscheinlichkeit, in einem unendlichen offenen
Cluster zu sein. Es existiert also fast sicher mindestens ein unendlicher
offener Cluster. In p = pc(d) existiert ein unendlicher offener Cluster,
wenn Θ

(
pc(d)

)
> 0. Es ist bekannt, dass für d = 2 und d ≥ 19 kein

unendlicher offener Cluster existiert, die verbleibenden Dimensionen sind
ungeklärt! Man erwartet, dass kein unendlicher offener Cluster existiert.

(c) Wir werden Satz 5.3 mittels eines 0-1-Gesetzes beweisen. Der Satz sagt
nichts über die Anzahl von unendlichen offenen Clustern im Fall Θ(p) > 0
aus. Tatsächlich ist aber bekannt, dass der unendliche offene Cluster fast
sicher eindeutig ist, wenn er existiert.

(d) pc(1) = 1. Man kennt auch pc(2) = 1/2 (H. Kesten, 1980); pc(d), d ≥ 3,
sind nicht bekannt! Wir werden im Laufe des Beweises von Satz 5.2 untere
und obere Schranken für pc(d), d ≥ 2, kennenlernen.

Wir bereiten den Beweis von Satz 5.2 vor. Dazu führen wir den Be-
griff selbst-meidender Pfade (self-avoiding) ein. Ein n-Schritt selbst-meidender
Pfad ω in Zd mit Start in 0 ist durch

(
ω(0) = 0, ω(1), . . . , ω(n)

)
mit

δ
(
ω(j + 1), ω(j)

)
= 1 und ω(i) 6= ω(j) für alle i 6= j gegeben. σ(n) bezeichne

die Anzahl der n-Schritt selbst-meidenden Pfade mit Start in 0, so ist

σ(1) = 2d , σ(2) = 2d(2d− 1) , σ(3) = 2d(2d− 1)2
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und
σ(4) = 2d(2d− 1)3 − 2d(2d− 2) (!)

σ(n) ist allgemein schwierig zu bestimmen, aber es gilt

σ(n) ≤ 2d(2d− 1)n−1 , (5.1)

denn in jedem neuen Schritt eines selbst-meidenden Pfades hat man maximal
2d−1 Schrittmöglichkeiten, da man die derzeitige Position meiden muss. Weiter
gilt

dn ≤ σ(n) . (5.2)

Dazu betrachten wir einfach die Zahl der Pfade, bei denen jeder Schritt in
eine der d positiven Koordinatenrichtungen erfolgt (diese Pfade sind selbst-
meidend). Sollte der Limes limn→∞

(
σ(n)1/n

)
existieren, so besagen (5.1) und

(5.2)
d ≤ lim

n→∞
σ(n)1/n =: λ(d) ≤ 2d− 1 . (5.3)

5.5 Lemma

(a) Für n,m ∈ N gilt
σ(n+m) ≤ σ(n) · σ(m) ,

also
log σ(n+m) ≤ log σ(n) + log σ(m) .

(b) λ(d) = limn→∞ σ(n)1/n existiert und

logλ(d) = inf
n≥1

1

n
log σ(n) ,

also
λ(d)n ≤ σ(n) , n ≥ 1 .

Beweis: Das Produkt σ(n)·σ(m) ist die Anzahl der Menge der Pfade der Länge
n + m, die selbst-meidend bei den ersten n Schritten und bei den letzten m
Schritten sind, die aber nicht notwendig insgesamt selbst-meidend sind, also

σ(n+m) ≤ σ(n)σ(m) .

Der Teil (b) folgt aus einem einfachen Argument der Analysis und geht auf
Hammersley und Morton (1954) zurück:

5.6 Lemma Sei (an)n eine Folge reeller Zahlen, die subadditiv ist, d. h.
an+m ≤ an + am, n,m ∈ N. Dann existiert limn→∞ an/n in [−∞,+∞) und

lim
n→∞

an

n
= inf

n≥1

an

n
.
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Somit ist für an = log σ(n) Lemma 5.5 bewiesen. �

Beweis von Lemma 5.6: Wir zeigen

lim sup
n→∞

an

n
≤ ak

k
∀k , (5.4)

denn dann folgt mit lim infk→∞ in (5.4) die Existenz des Grenzwertes und die
Wahl von infk≥1 in (5.4) liefert die zweite Behauptung.

Sei k fest und Ak := max1≤r≤k ar. Für n ∈ N\{0} sei j die größte Zahl
strikt kleiner n/k. Dann ist n = jk+r mit 1 ≤ r ≤ k, r ∈ N. Die Subadditivität
liefert

an

n
≤ jak + ar

jk + r
.

Dann folgt im lim supn→∞

lim sup
n→∞

an

n
≤ lim sup

j→∞

( k
ak

+
r

jak

)−1
=
ak

k
.

Die Übereinstimmung mit dem Infimum zeigt limn→∞ n−1an < ∞. Die Wahl
an = −n2 zeigt, dass −∞ nicht ausgeschlossen werden kann. �

Beweis von Satz 5.2: Wir sahen bereits pc(d+ 1) ≤ pc(d), d ≥ 1. Daher zeigen
wir pc(d) > 0, d ≥ 2, und pc(2) < 1.

Teil (a) (Beweis pc(d) > 0): Wir zeigen Θ(p) = 0 für p hinreichend nahe
bei 0:

N(n) sei die Anzahl der offenen Pfade der Länge n mit Start in 0, dann
ist

Ep

(
N(n)

)
= pnσ(n) .

Wenn 0 einem unendlichen Cluster angehört, so existieren offene Pfade jeder
Länge in 0:

Θ(p) ≤ Pp

(
N(n) ≥ 1

)
≤ Ep

(
N(n)

)
= pnσ(n)

für alle n ∈ N. Nun ist nach Lemma 5.5

σ(n) =
(
λ(d) + o(1)

)n
für n→ ∞ ,

also
Θ(p) ≤

(
pλ(d) + o(1)

)n n→∞−→ 0 ,

falls p λ(d) < 1. Also ist pc(d) ≥ 1/λ(d) mit λ(d) ≤ 2d − 1 < ∞ (siehe
Broadbent, Hammersley).

Teil (b) (Beweis pc(2) < 1): Wir wollen Θ(p) > 0 für p hinreichend nahe
bei 1 zeigen.
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Abb. 5.2: Teil des quadratischen Gitters L2 zusammen mit seinem Dualen.

Nun betrachten wir das sogenannte duale Gitter . Die Knoten sind

{
x +

(1

2
,

1

2

)
: x ∈ Z2

}
,

die Kanten sind geradlinige Verbindungen in R2, die zwei benachbarte Knoten
verbinden (siehe Abb. 5.2).

Dies ergibt eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den Kanten in L2

und denen des dualen Graphen. Eine Kante im dualen Gitter heißt offen, bzw.
geschlossen, wenn sie eine offene bzw. geschlossene Kante in L2 schneidet. Dies
liefert ein Kanten-Perkolationsmodell auf dem dualen Graphen mit Kanten-
Wahrscheinlichkeit p.

Angenommen, der offene Cluster im Ursprung von L2 sei endlich. Dann ist
der Ursprung von einer geschlossenen Kette geschlossener Kanten im dualen
Graphen umgeben. Man versuche als Übung, dies rigoros zu notieren (siehe
Abb. 5.3).

Es gilt sogar: |C| <∞ genau dann, wenn der Ursprung in L2 im Inneren
eines geschlossenen Kreises im Dualgraph liegt.

Sei nun %(n) die Anzahl der Kreise im Dualgraph mit Länge n, die im
Inneren den Ursprung von L2 enthalten. Ein solcher Kreis passiert einen Kno-
ten der Form (k + 1/2, 1/2) für ein k mit 0 ≤ k < n, denn er umrundet den
Ursprung, also existiert so ein (k + 1/2, 1/2) für ein k ≥ 0, und er passiert
nicht (k+ 1/2, 1/2) für ein k ≥ n, denn sonst wäre seine Länge mindestens 2n.
Also enthält ein solcher Kreis einen selbst-meidenden Pfad der Länge n − 1,
der in einem Knoten der Form (k + 1/2, 1/2), 0 ≤ k < n, startet. Die Anzahl
dieser Pfade ist maximal n σ(n− 1), also

%(n) ≤ n σ(n− 1) .
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0

Abb. 5.3: Ein endlicher offener Cluster im Ursprung, umgeben von einer geschlossenen Kette
im dualen Gitter.

Nun folgt

∑

γ

Pp(γ ist geschlossen) ≤
∞∑

n=1

qn n σ(n− 1)

=

∞∑

n=1

q n {qλ(2) + o(1)}n−1 <∞

für q λ(2) < 1, wobei q = 1−p ist und wir über alle Kreise γ des Dualgraphen,
die den Ursprung von L2 im Inneren haben, summieren.

Weiter ist ∑

γ

Pp(γ ist geschlossen) → 0

für q = 1 − p→ 0, also existiert ein 0 < r < 1 mit

∑

γ

Pp(γ ist geschlossen) ≤ 1

2
für p > r ,

Es bezeichne weiter M(n) die Anzahl der geschlossenen Kreise im Dualgraph
mit Länge n, die im Inneren den Ursprung von L2 enthalten. Es folgt

Pp(|C| = ∞) = Pp

(
M(n) = 0 ∀n ∈ N

)

= 1 − Pp

(
M(n) ≥ 1 für einn ∈ N

)

≥ 1 −
∑

γ

Pp(γ ist geschlossen) ≥ 1

2
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für p > r, also pc(2) ≤ r.

Tatsächlich kann man sogar

1

λ(2)
≤ pc(2) ≤ 1 − 1

λ(2)

zeigen. Der Beweis der rechten Ungleichung wird in den Übungen diskutiert.
�

Beweis von Satz 5.3: Mit dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov folgt, dass ψ nur
die Werte 0 und 1 annimmt. Wenn Θ(p) = 0 ist, so folgt

ψ(p) =
∑

x∈Zd

Pp(|C(x)| = ∞) = 0 .

Wenn Θ(p) > 0, so folgt

ψ(p) ≥ Pp(|C| = ∞) > 0 ,

also ψ(p) = 1. �

5.7 Bemerkungen

(a) Eine weitere interessante Größe ist

χ(p) := Ep(|C|) ,
die mittlere Größe eines offenen Clusters. Es ist

χ(p) = ∞Pp(|C| = ∞) +
∑

n≥1

nPp(|C| = n)

= ∞Θ(p) +
∑

n≥1

nPp(|C| = n) ,

also χ(p) = ∞ für p > pc. Dass ψ(p) < ∞ ist für p < pc, ist keinesfalls
einfach zu zeigen. Qualitativ sieht χ(p) so aus:

1

1pc(d)

χ(p) χf (p)

p
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Wobei χf (p) := Ep(|C|; |C| <∞).

(b) Für p < pc sind die offenen Cluster fast sicher endlich. Weiter gilt dort:
Es exisitert ein α(p) mit

Pp(|C| = n) ≈ e−nα(p)

für n → ∞, α(p) > 0. Hierbei bezeichnet ≈ die Eigenschaft, dass
logPp(|C| = n)/(−nα(p)) → 1 für n → ∞. Somit hat |C| endliche Mo-
mente jeder Ordnung.

(c) Für p > pc existiert ein unendlicher Cluster fast sicher: Man kann zeigen,
dass dieser fast sicher eindeutig ist (keinesfalls einfach!). Wenn nun |C| <
∞, so gibt es β1(p) und β2(p) mit 0 < β2(p) ≤ β1(p) <∞, so dass

exp
(
−β1(p)n(d−1)/d

)
≤ Pp(|C| = n) ≤ exp

(
−β2(p)n(d−1)/d

)

für alle n ∈ N gilt. Man vermutet, dass

δ(p) := lim
n→∞

{−n−(d−1)/d logPp(|C| = n)}

existiert und strikt positiv ist für p > pc. n
(d−1)/d ist die Ordnung der

Oberfläche der Sphäre in Rd mit Volumen n. δ(p) existiert für d = 2 (Im
Jahre 1990 bewiesen von Alexander, Chayes, Chayes) und für d = 3
(bewiesen von Cerf).

(d) Existiert ein unendlicher Cluster in p = pc? Für d = 2, d ≥ 19 ist die
Antwort nein, für alle anderen Dimensionen vermutet man die gleiche
Antwort. Weiter vermutet man

Ppc
(|C| = n) ≈ n−1/δ

für n→ ∞ und ein δ = δ(d) > 0.

(e) Im Fall d = 1 sei für ein k ∈ Z

r(k) = max{n : k ↔ k + n} und

Rn = max{r(k); 1 ≤ k ≤ n} .
Dann gilt für den maximalen run

P
(
Rn >

(1 + ε) logn

log(1/p)

)
→ 0

für n→ ∞ und

P
(
Rn <

(1 − ε) logn

log(1/p)

)
→ 0

für n → ∞, ε > 0. Dies folgt unmittelbar aus einem starken Gesetz für
längste Erfolgs-runs, welches wir aber nicht näher betrachtet haben.



KAPITEL 6

Charakteristische Funktionen und Verteilungskonvergenz

Die Theorie charakteristischer Funktionen soll hier nur ganz kurz angerissen
werden.

6.1 Definition Es sei µ ein W-Maß auf (Rn, Bn). Die charakteristische Funk-
tion µ̂ von µ ist die Abbildung von Rn nach C, die durch

µ̂(t) =

∫
ei〈t, x〉 µ(dx) =

∫
cos
(
〈t, x〉

)
µ(dx) + i

∫
sin
(
〈t, x〉

)
µ(dx), t ∈ Rn,

definiert ist. Hier ist 〈t, x〉 =
∑n

j=1 tjxj. Die charakteristische Funktion eines
Zufallsvektors X ist die charakteristische Funktion der Verteilung von X, sie
kann daher als E

(
exp(i 〈t, X〉)

)
geschrieben werden.

µ̂ ist für alle t ∈ Rn definiert, denn Sinus und Cosinus sind beschränkt.
Weiter ist µ̂ in t stetig nach dem Satz von der dominierten Konvergenz.

6.2 Satz (Eindeutigkeitssatz) Es seien µ, ν zwei W-Maße auf (Rn, Bn). Gilt
µ̂(t) = ν̂(t) für alle t ∈ Rn, so gilt µ = ν.

Beweis: Kompakte Mengen in Rn sind ein durchschnittstabiles Erzeugenden-
system von Bn, also genügt es µ(K) = ν(K) für alle kompakten Mengen K zu
zeigen (siehe Satz 2.9, Wahrscheinlichkeitstheorie). Für eine kompakte Menge
K und m ∈ N sei

fm(x) =





1 , x ∈ K

0 , für d(x, K) := inf
{
|x− y|, y ∈ K

}
≥ 1/m

1 −md(x, K) , sonst.

Dann ist

(a) 0 ≤ fm(x) ≤ 1 für alle x ∈ Rn,

(b) fm ist stetig und

(c) fm(x) ↓ 1K(x) für m→ ∞.

Falls
∫
fm dµ =

∫
fm dν für alle m ∈ N, so folgt µ(K) = ν(K) mit dem Satz

von der dominierten Konvergenz aus (c). Es genügt also nachzuweisen, dass∫
f dµ =

∫
f dν für alle f gilt, die (a) und (b) erfüllen und einen kompakten

Träger haben (der Träger von f ist die Menge {x : f(x) 6= 0}).

71
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Sei ε > 0 und N > 0 so groß, dass

BN := [−N, N ]n ⊃ {x : f(x) 6= 0}
und max

{
µ(Bc

N), ν(Bc
N )
}
≤ ε gelten. Nach dem Weierstrassschen Appro-

ximationssatz gibt es eine Funktion g : Rn → C der Form

g(x) =
m∑

j=1

cj exp
(
i
〈 π
N
tj, x

〉)

mit cj ∈ C und tj ∈ Zn, die periodisch in jeder Komponente ist und f in BN

bis auf ε approximiert:

sup
{
|f(x) − g(x)|; x ∈ BN

}
≤ ε .

Es folgen supx∈Rn |g(x)| ≤ 1 + ε und
∣∣∣
∫
f dµ−

∫
f dν

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫
f dµ−

∫
g dµ

∣∣∣+
∣∣∣
∫
g dµ−

∫
g dν

∣∣∣

+
∣∣∣
∫
g dν −

∫
f dν

∣∣∣ .

Nach Voraussetzung ist µ̂ = ν̂, also ist der zweite Summand gleich Null. Es
gilt

∣∣∣
∫
f dµ−

∫
g dµ

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫

BN

f dµ−
∫

BN

g dµ
∣∣∣+
∣∣∣
∫

Bc
N

f dµ
∣∣∣+
∣∣∣
∫

Bc
N

g dµ
∣∣∣

≤
∫

BN

|f − g| dµ+ 0 + (1 + ε)µ(Bc
N)

≤ εµ(BN) + (1 + ε)µ(Bc
N)

≤ ε(2 + ε) .

Der dritte Summand wird analog abgeschätzt. Da ε > 0 beliebig war, folgt∫
f dµ =

∫
g dν. �

6.3 Beispiele

(a) Für a ∈ Rn betrachte das Dirac-Maß δa, dann ist δ̂a = ei〈t, a〉, t ∈ Rn,
also gilt für µ =

∑∞
i=1 aiδxi

mit
∑∞

i=1 ai = 1 und xi ∈ Rn:

µ̂(t) =
∞∑

i=1

aie
i〈t,xi〉 , t ∈ Rn .

Insbesondere

b̂(n, p)(t) =

n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−keikt

=
(
(1 − p) + peit

)n
, t ∈ R
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und

π̂α(t) = e−α

∞∑

n=0

αn

n!
eitn = eα(eit−1) , t ∈ R .

(b) µ sei standard-normalverteilt. Dann gilt

µ̂(t) =
1√
2π

∫

R

eitxe−x2/2 dx =
1√
2π
e−t2/2

∫

R

e−(x−it)2/2 dx.

Es gilt
∫

R
e−(x−it)2/2 dx =

√
2π (Übung), also µ̂(t) = e−t2/2.

(c) µ sei die Cauchy-Verteilung zum Parameter α > 0. Dann gilt

µ̂(t) =
α

π

∫

R

eitx dx

α2 + x2
, t ∈ R .

Die Funktion z 7→ 1
α2+z2 hat Pole in ±iα. Mit Hilfe des Residuensatzes

ergibt sich µ̂(t) = e−α|t| .

(d) µ sei die Standardnormalverteilung in (Rn, Bn). Mit (b) folgt

µ̂(t) = exp
(
−1

2

n∑

j=1

t2j

)
= e−〈t, t〉/2

für t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn.

Gemäß Definition 5.30, Wahrscheinlichkeitstheorie, ist die allgemeine
Normalverteilung das Bildmaß ν = µφ−1 der Standardnormalverteilung µ
unter einer affinen Transformation Rn 3 x 7→ φ(x) = Ax+ b. Es gilt

ν̂(t) =

∫
ei〈t, x〉 ν(dx) =

∫
ei〈t, φ(x)〉 µ(dx)

= ei〈t, b〉
∫
ei〈Att, x〉 µ(dx)

= ei〈t, b〉µ̂(Att) = ei〈t, b〉e−〈Att, Att〉/2

= exp
(
i 〈t, b〉 − 1

2
〈t, Σt〉

)

mit Σ = AAt als der Kovarianzmatrix von ν (siehe Satz 5.31 und Beispiel
7.28 (e), Wahrscheinlichkeitstheorie).

6.4 Satz Für jedes b ∈ Rn und jede positiv semi-definite, symmetrische Matrix
Σ gibt es genau eine Normalverteilung mit b als Erwartungswert und Σ als
Kovarianzmatrix.

Beweis: Eindeutigkeit: Satz 6.2 und Beispiel 6.3 (d). Existenz: Es existiert
mindestens eine n× n-Matrix A mit AAt = Σ. �
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6.5 Satz Es seien X, Y zwei unabhängige Zufallsgrößen mit charakteristischen
Funktionen χX bzw. χY . Dann ist χX · χY die charakteristische Funktion von
X + Y .

Beweis: Für alle t ∈ R gilt

E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY ) = E(eitX)E(eitY ) ,

da eitX unabhängig von eitY ist. Aber Satz 10.21, Wahrscheinlichkeitstheorie,
wurde nur für reellwertige Zufallsvariablen bewiesen. Eine Zerlegung in Real-
und Imaginärteil liefert jedoch die entsprechende Aussage für komplexwertige
Zufallsvariablen. �

6.6 Beispiele

(a) Sind X, Y unabhängig und Cauchy-verteilt, so ist für λ ∈ (0, 1)

λX + (1 − λ)Y

auch Cauchy-verteilt, denn für t ∈ R gilt

χλX+(1−λ)Y (t) = E
(

exp
(
it(λX + (1 − λ)Y )

))

= χX(λt) · χY

(
(1 − λ)t

)

= exp(−|λt|) exp
(
−|(1 − λ)t|

)
= e−|t| .

(b) Beweis von Satz 12.9, Wahrscheinlichkeitstheorie (elegant!):

χX1+X2(t) = χX1(t)χX2(t)

= exp
(
iµt− σ2

2
t2
)
· exp

(
iνt− t2

2
t2
)

= exp
(
i(µ+ ν)t− 1

2
(σ2 + τ 2)t2

)
. �

Sind (Xn)n unabhängig und Cauchy-verteilt, so folgt mit Beispiel 6.6 (a),
dass Sn/n auch Cauchy-verteilt ist. Für c ∈ R gilt

0 <

∫ ∞

c

1

π

1

1 + x2
dx = P

(Sn

n
≥ c
)
≤ P

(
sup
k≥n

Sk

k
≥ c
)

n→∞−→ P
(

lim sup
n→∞

Sn

n
≥ c
)
.

Dann muss nach Lemma 11.3 und Kolmogorovs 0-1-Gesetz (Satz 10.9),
Wahrscheinlichkeitstheorie,

P
(

lim sup
n→∞

Sn

n
≥ c
)

= 1
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für alle c ∈ R gelten, also

P
(

lim sup
n→∞

Sn

n
= ∞) = 1 .

Analog zeigt man P (lim infn→∞ Sn/n = −∞) = 1.

Sn/n konvergiert nicht fast sicher, was dem Gesetz der großen Zahlen aber
nicht widerspricht.

Sind (Xn)n unabhängig und standard-normalverteilt, so folgt mit Beispiel
6.6 (b), dass Sn/

√
n N(0, 1)-verteilt ist. Wie oben folgt dann, dass

lim sup
n→∞

Sn√
n

= ∞ und lim inf
n→∞

Sn√
n

= −∞

fast sicher, was wir mit Korollar 12.8, Wahrscheinlichkeitstheorie, auch allge-
mein kennen.

Wir untersuchen den Begriff der Konvergenz in Verteilung, siehe Definition
9.14, Wahrscheinlichkeitstheorie, für allgemeinere Wertebereiche. Es sei (S, d)
ein metrischer Raum.

6.7 Definition

(a) Die Borel-σ-Algebra BS sei die kleinste σ-Algebra auf S, die die offe-
nen Mengen enthält. (BS wird auch von der Familie der abgeschlossenen
Mengen erzeugt!)

(b) Mit M1(S) sei die Menge der W-Maße auf (S, BS) bezeichnet.

(c) C(S) bezeichne die Menge der beschränkten stetigen Funktionen von S
nach R.

6.8 Bemerkung Es seien µ, ν ∈ M1(S). Gilt
∫
f dµ =

∫
f dν für alle f ∈

C(S), so gilt µ = ν.

Beweis: Sei F ⊂ C abgeschlossen und für n ∈ N sei fn ∈ C(S) definiert durch

fn(x) = max
{(

1 − n d(x, F )
)
, 0
}
.

Dann gilt fn ↓ 1F für n→ ∞ und aus dem Satz von der dominierten Konver-
genz folgt

µ(F ) = lim
n→∞

∫
fn dµ = lim

n→∞

∫
fn dν = ν(F ) .

Da die abgeschlossenen Mengen ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem
von BS bilden, folgt die Behauptung µ = ν wie gewohnt, also mit Satz 2.9,
Wahrscheinlichkeitstheorie. �
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Nun können wir Definition 9.14, Wahrscheinlichkeitstheorie, übernehmen:

6.9 Definition

(a) Es seien µn, µ ∈ M1(S) für n ∈ N. (µn)n konvergiert schwach gegen µ (in
Zeichen µn

w−→ µ), wenn

lim
n→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ ∀f ∈ C(S)

gilt.

(b) Es seien Xn und X (S, BS)-wertige Zufallsvariablen für n ∈ N, die auf
einem W-Raum (Ω, A, P ) definiert sind. Falls PXn

w−→ PX gilt, so sagt
man, die Folge (Xn)n konvergiert in Verteilung gegen X (und schreibt oft
L(Xn)

w−→ L(X)).

Die Wahl dieser Definition wurde in Bemerkung 9.15, Wahrscheinlich-
keitstheorie, diskutiert. Formal ist sie bequem. Oft möchte man jedoch lieber
wissen, für welche A ∈ BS gilt: µ(A) = limn→∞ µn(A).

Es gilt:

6.10 Satz (Portmanteau) Es seien µn, µ ∈ M1(S) für n ∈ N. Die folgenden
Aussagen sind äquivalent:

(a) µn
w−→ µ .

(b) lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F ) für jede abgeschlossene Menge F ⊂ S .

(c) lim infn→∞ µn(U) ≥ µ(U) für jede offene Menge U ⊂ S.

(d) limn→∞ µn(A) = µ(A) für alle A ∈ BS mit µ(∂A) = 0 .

Beweis: (a) ⇒ (b) Sei F abgeschlossen, ε > 0, und fε(x) := max{0, 1 −
d(x, F )/ε}. fε ist beschränkt und stetig mit 1F ≤ fε, also

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ lim
n→∞

∫
fε dµn =

∫
fε dµ .

Mit ε ↓ 0 folgt fε ↓ 1F . Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert
∫
fε dµ ↓ µ(F )

für ε ↓ 0, also lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F ).

(b) ⇔ (c) folgt aus der Tatsache, dass die offenen Mengen die Komple-
mente der abgeschlossenen sind.
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((b) und (c)) ⇒ (d): Sei A ∈ BS mit µ(∂A) = 0. Es gilt

lim sup
n→∞

µn(A) ≤ lim sup
n→∞

µn(Ā) ≤ µ(Ā)

und

lim inf
n→∞

µn(A) ≥ lim inf
n→∞

µn(
◦
A) ≥ µ(

◦
A) .

Aus µ(∂A) = 0 folgt µ(Ā) = µ(
◦
A) = µ(A), also folgt (d).

(d) ⇒ (b): F ⊂ S sei abgeschlossen. Für δ ≥ 0 sei

F δ :=
{
x : d(x, F ) ≤ δ

}
.

Dann ist ∂(F δ) ⊂ {x : d(x, F ) = δ}. Die Mengen ∂(F δ) mit δ > 0 sind also
paarweise disjunkt. Die Menge

{
δ > 0 : µ

(
∂(F δ)

)
> 0
}

=
∞⋃

m=1

{
δ > 0 : µ

(
∂(F δ)

)
≥ 1

m

}

ist höchstens abzählbar. Also existiert eine fallende Nullfolge (δk)k mit
µ
(
∂(F δk)

)
= 0 für alle k ∈ N. Dann gilt

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ lim sup
n→∞

µn(F δk) = µ(F δk)

für alle k. Wegen F δk ↓ F haben wir µ(F δk) ↓ µ(F ) für k → ∞, also folgt (b).

(c) ⇒ (a): Sei f ≥ 0 und stetig. Dann folgt aus Satz 8.16 und dem Lemma
von Fatou aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

∫
f dµ =

∫ ∞

0

µ(f > t) dt ≤
∫ ∞

0

lim inf
n→∞

µn(f > t) dt

≤ lim inf
n→∞

∫ ∞

0

µn(f > t) dt = lim inf
n→∞

∫
f dµn .

(6.1)

Sei nun f stetig mit |f | ≤ c < ∞. Wende (6.1) auf c ± f an. Dies liefert
limn→∞

∫
f dµn =

∫
f dµ. �

”
Portmanteau“ ist nicht der Name eines Mathematikers, sonder eine eng-

lische Vokabel für
”
Handkoffer“. Es soll zum Ausdruck bringen, dass man den

Satz wie einen Koffer mit sich tragen sollte, wenn man in der Welt der schwa-
chen Konvergenz spaziert. Das folgende Lemma gibt eine hinreichende (aber
nicht notwendige) Bedingung für schwache Konvergenz:

6.11 Lemma Seien µn, µ ∈ M1(S) für n ∈ N. Es sei U eine durchschnitt-
stabile Teilfamilie von BS , die die Eigenschaft hat, dass jede offene Teilmenge
von S als endliche oder abzählbare Vereinigung von Mengen aus U dargestellt
werden kann. Gilt limn→∞ µn(U) = µ(U) für alle U ∈ U , so gilt µn

w−→ µ.
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Beweis: Für m ∈ N und A1, . . . , Am ∈ U gilt

µn

( m⋃

j=1

Aj

)
=

m∑

k=1

(−1)k+1
∑

j1<···<jk

µn(Aj1 ∩ · · · ∩ Ajk
)

−→
n→∞

m∑

k=1

(−1)k+1
∑

j1<···<jk

µ(Aj1 ∩ · · · ∩ Ajk
) = µ

( m⋃

j=1

Aj

)
.

Sei G ⊂ S offen. Dann gilt G =
⋃

iAi für eine Folge in U . Dann existieren für
jedes ε > 0 ein m ∈ N und A1, . . . , Am ∈ U mit µ(G) ≤ µ

(⋃m
j=1Aj

)
+ ε. Also

gilt

lim inf
n→∞

µn(G) ≥ lim inf
n→∞

µn

( m⋃

j=1

Aj

)
= µ

( m⋃

j=1

Aj

)
≥ µ(G) − ε .

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Aussage (c) von Satz 6.10. �

Wir wollen nun das Verhalten induzierter W-Maße untersuchen, wenn
die Ursprungsmaße schwach konvergieren. Ist h eine messbare Abbildung auf
(S, BS) in einen zweiten metrischen Raum, so braucht aus µn

w−→ µ nicht
µnh

−1 w−→ µh−1 zu folgen:

6.12 Beispiel Sei (xn)n eine Folge in S\{x}, die gegen x ∈ S konvergiert.
Dann gilt δxn

w−→ δx, siehe 9.15 (b), Wahrscheinlichkeitstheorie. Ist h : S → R
durch h(y) = 1{x}(y) definiert, so gelten

δxn
h−1 = δ0 und δxh

−1 = δ1 ,

also konvergiert δxn
h−1 nicht schwach gegen δxh

−1.

6.13 Lemma Seien (S, d) und (S ′, d′) zwei metrische Räume, und h : S → S ′

sei stetig. Es seien µn und µ W-Maße auf (S, BS), n ∈ N, mit µn
w−→ µ. Dann

gilt µnh
−1 w−→ µh−1 auf (S ′, BS′).

Beweis: Ist f ∈ C(S ′), so ist f ◦ h ∈ C(S), also

lim
n→∞

∫
f d(µn h

−1) = lim
n→∞

∫
(f ◦ h) dµn

=

∫
(f ◦ h) dµ =

∫
f d(µh−1) . �

Die Forderung nach Stetigkeit ist stark einschränkend. Wir wollen sie ab-
schwächen und bereiten dies vor:
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6.14 Lemma Es seien (S, d) und (S ′, d′) zwei metrische Räume, und h : S →
S ′ sei BS/BS′-messbar. Dann ist

Dh := {x ∈ S : h ist nicht stetig in x} ∈ BS .

Beweis: Für m,n ∈ N sei

Am,n =
{
x ∈ S : es gibt y, z ∈ S mit d(x, y) <

1

m

und d(x, z) <
1

m
sowie d′

(
h(y), h(z)

)
≥ 1

n

}

Die Menge Am,n ist offen. Daraus folgt

Dh =
⋃

n

⋂

m

Am,n ∈ BS . �

6.15 Satz Es liege dieselbe Situation vor wie in Lemma 6.13, h sei jedoch nur
als BS/BS′-messbar vorausgesetzt. Gilt µ(Dh) = 0, so folgt µnh

−1 w−→ µnh
−1.

Beweis: Sei F ⊂ S ′ abgeschlossen. Dann gilt

lim sup
n→∞

µn

(
h−1(F )

)
≤ lim sup

n→∞
µn

(
h−1(F )

)
≤ µ

(
h−1(F )

)
.

Es ist h−1(F ) ⊂ h−1(F ) ∪Dh. Wegen µ(Dh) = 0 folgt

µ
(
h−1(F )

)
= µ

(
h−1(F )

)

und aus Kriterium (b) von Satz 6.10 folgt die Behauptung. �

Häufig gibt es in Bezug auf schwache Konvergenz verhältnismäßig große
kompakte bzw. relativ kompakte Mengen in M1(S).

6.16 Definition

(a) Eine Teilmenge Γ ⊂ M1(S) heißt relativ kompakt , wenn jede Folge (µn)n

in Γ eine schwach konvergente Teilfolge hat (Der Grenzwert muss nicht in
Γ liegen).

(b) Eine Teilmenge Γ ⊂ M1(S) heißt straff , wenn für jedes ε > 0 eine kom-
pakte Menge Kε ⊂ S existiert, so dass µ(Kε) ≥ 1 − ε für jedes µ ∈ Γ.

6.17 Bemerkungen

(a) Ist S kompakt, so ist offenbar M1(S) straff.
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(b) M1(R) ist nicht straff, weil schon {δx : x ∈ R} nicht straff ist.

(c) Ein einzelnes W-Maß µ ∈ M1(S) heißt straff, wenn {µ} straff ist, das
heißt, wenn für jedes ε > 0 eine kompakte Menge Kε existiert mit µ(Kε) ≥
1−ε. Ist S σ-kompakt, das heißt, existiert eine Folge (Kn)n von kompakten
Mengen in S mit Kn ↑ S, so ist jedes W-Maß straff, denn µ(Kn) ↑ µ(S) =
1. Dies ist für S = R oder S = Rd der Fall.

Es gibt eine erstaunlich große Klasse von metrischen Räumen, die nicht
unbedingt σ-kompakt sind und in denen jedes W-Maß straff ist, nämlich
vollständig separabel1. Diese Klasse umfasst separable Hilbert- und Ba-
nachräume, wie etwa den Folgenraum `2 oder den Raum C[0, 1] der steti-
gen Funktionen [0, 1] → R, versehen mit der Supremumsmetrik. Unendlich-
dimensionale Banachräume sind nie σ-kompakt.

Die Aussage, dass jedes W-Maß auf einem vollständigen, separablen me-
trischen Raum straff ist, ist ein Spezialfall des Satzes von Prohorov, der im
Anhang A bewiesen wird:

6.18 Satz (von Prohorov, 1956) Es sei S vollständig und separabel. Dann
ist jede Teilmenge von M1(S) genau dann relativ kompakt, wenn sie straff ist.

Wir wollen diesen Satz anwenden. Dazu eine Vorbereitung:

6.19 Lemma Seien µn, µ ∈ M1(S) für n ∈ N. Dann gilt µn
w−→ µ genau

dann, wenn jede Teilfolge (µ′
n)n von (µn)n ihrerseits eine Teilfolge (µ′′

n)n hat
mit µ′′

n
w−→ µ.

Beweis: Folgt aus Definition 6.9 und der Tatsache, dass reelle Zahlenfolgen
sich so verhalten. �

Wir leiten ein sehr nützliches Kriterium für schwache Konvergenz auf Rd

her. Für x ∈ Rd sei πx : Rd → R definiert durch πx(y) := 〈x, y〉, Euklids
Skalarprodukt.

6.20 Satz (von Cramér-Wold, 1936) Es seien µn und µ W-Maße auf
(Rd, Bd) für n ∈ N. Dann gilt µn

w−→ µ genau dann, wenn

µnπ
−1
x

w−→ µπ−1
x in (R, B)

für alle x ∈ Rd gilt.

1Separabel : S enthält eine abzählbare, dichte Teilmenge
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Beweis: Da πx stetig ist, folgt aus µn
w−→ µ und Lemma 6.13 die Behauptung

µnπ
−1
x

w−→ µπ−1
x . Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir zunächst die

Projektionen πi := πei
, 1 ≤ i ≤ d, auf die d Einheitsvektoren ei ∈ Rd. µnπ

−1
i

konvergiert schwach, also ist {µnπ
−1
i , n ∈ N} relativ kompakt. Somit existiert

für jedes ε > 0 eine kompakte Menge Ki ⊂ R mit

µn

(
π−1

i (Ki)
)
≥ 1 − ε

d

für alle n ∈ N und alle i ∈ {1, . . . , d}. Die Menge

K :=
d⋂

i=1

π−1
i (Ki) ⊂ Rd

ist abgeschlossen und beschränkt in Rd, also kompakt. Für alle n ∈ N gilt:

µn(Kc) = µn

( d⋃

i=1

π−1
i (Ki)

c
)
≤

d∑

i=1

µn

(
π−1

i (Kc
i )
)
≤ ε .

Aus Satz 6.18 folgt, dass {µn : n ∈ N} relativ kompakt ist. Sei (µ′
n)n eine

beliebige Teilfolge von (µn)n. Diese hat eine konvergente Teilfolge (µ′′
n)n mit

µ′′
n

w−→ µ′′ für ein µ′′ ∈ M1(R
d). Für alle x ∈ Rd folgt dann

µ′′
nπ

−1
x

w−→ µ′′π−1
x .

Wegen µnπ
−1
x

w−→ µπ−1
x folgt µπ−1

x = µ′′π−1
x für alle x ∈ Rd. Damit stimmen

auch die charakteristischen Funktionen von µπ−1
x und µ′′π−1

x überein, insbe-
sondere im Punkt 1. Somit gilt

µ̂(x) =

∫
ei〈x, y〉 µ(dy) =

∫
eit (µπ−1

x )(dt) =

∫
eit(µ′′π−1

x )(dt) = µ̂′′(x) .

Aus Satz 6.2 folgt µ = µ′′ und Lemma 6.19 führt zur Behauptung. �

Mit Satz 6.20 erhalten wir recht leicht eine mehrdimensionale Version des
zentralen Grenzwertsatzes, | · | bezeichne die Euklidische Norm im Rd.

6.21 Satz Es sei (Xn)n eine Folge unabhängiger, identisch verteilter d-dim-
ensionaler Zufallsvektoren. Es gelte E|Xi|2 < ∞. Seien a := EX1 und Σ die
Kovarianzmatrix der Xi. Dann gilt

P
Pn

i=1(Xi−a)/
√

n w−→ µ ,

wobei µ die d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Kovarianz-
matrix Σ ist.
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Beweis: Sei Tn :=
∑n

i=1(Xi − a)/
√
n. Nach Satz 6.20 genügt es zu zeigen, dass

für jedes x ∈ Rd gilt
P 〈x, Tn〉 w−→ µπ−1

x .

Es ist

〈x, Tn〉 =
n∑

i=1

(
〈x, Xi〉 − 〈x, a〉

)
/
√
n .

Die 〈x, Xi〉, i ∈ N, sind unabhängige, identisch verteilte, eindimensionale Zu-
fallsgrößen mit Erwartungswert 〈x, a〉 und Varianz σ2

x = E(〈x, Xi − a〉2) =
xtΣx, wenn x als Spaltenvektor geschrieben wird.

Ist σ2
x > 0, so konvergiert P 〈x, Tn/σx〉 nach Korollar 12.7, Wahrschein-

lichkeitstheorie, gegen die Standard-Normalverteilung, also konvergiert P 〈x, Tn〉

nach Lemma 6.13 mit h : R → R, h(y) = σxy, gegen die Normalverteilung mit
Mittelwert 0 und Varianz σ2

x.

Gilt σ2
x = 0, so ist 〈x, Tn〉 = 0 fast sicher (siehe Satz 7.16, Wahrschein-

lichkeitstheorie), und somit gilt P 〈x, Tn〉 w−→ δ0 (Normalverteilung mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz 0).

Nun ist aber µπ−1
x die Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Vari-

anz σ2
x. Damit ist der Satz bewiesen. �

Abschließend soll definiert werden, was es heißt, dass eine Folge (Xn)n von
(S, BS)-wertigen Zufallsvariablen

”
in Wahrscheinlichkeit“ gegen eine Zufalls-

variable X konvergiert. Es liegt nahe, P
(
d(Xn, X) ≥ ε

)
zu verwenden. Aber

d(Xn, X) ist nicht immer eine Zufallsgröße! Man muss voraussetzen, dass S
separabel ist. Ist (S, d) ein metrischer Raum, so betrachten wir (S×S, d′) mit

d′
(
(x1, x2), (y1, y2)

)
:=
(
d(x1, y1)

2 + d(x2, y2)
2
)1/2

.

6.22 Lemma Ist S separabel, so ist BS×S = BS ⊗ BS.

Beweis: Jede Produktmenge A × B mit A ⊂ S und B ⊂ S offen, ist offen in
S×S, liegt also in BS×S. Da diese Mengen BS ⊗BS erzeugen, folgt BS ⊗BS ⊂
BS×S. Hier wurde die Separabilität nicht benutzt.

Ist S separabel, so existiert eine abzählbare Basis {Ui, i ∈ N} der Topolo-
gie von S und {Ui ×Uj, i, j ∈ N} ist dann eine abzählbare Basis der Topologie
von S × S. Somit ist jede offene Teilmenge von S × S in BS ⊗ BS enthalten,
also ist BS×S ⊂ BS ⊗ BS . �

Sind nun X und Y zwei (S, BS)-wertige Zufallsvariablen, definiert auf
einem gemeinsamen W-Raum (Ω, A, P ), so ist (X, Y ) eine (S × S, BS ⊗BS)-
wertige Zufallsvariable. d : S × S → R ist eine d′-stetige Abbildung, also
BS×S/B-messbar, also ist d(X, Y ) mit Hilfe von Lemma 6.22 eine Zufallsgröße:
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6.23 Definition Es sei S separabel und X sowie Xn für n ∈ N Zufallsvaria-
blen mit Werten in (S, BS). Die Folge (Xn)n konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen X, falls d(Xn, X) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, also für alle
ε > 0

lim
n→∞

P
(
d(Xn, X) ≥ ε

)
= 0

gilt.

6.24 Satz Konvergiert (Xn)n in W-keit gegen X, so gilt L(Xn)
w−→ L(X). 2

Beweis: Sei A ∈ BS mit P (X ∈ ∂A) = 0. Für ε > 0 gilt

P (Xn ∈ A, X 6∈ A) ≤ P
(
d(Xn, X) ≥ ε

)
+ P

(
d(X, A) < ε, X 6∈ A

)
.

Dies und dasselbe mit Ac ergibt auf Grund limn→∞ P
(
d(Xn, X) ≥ ε

)
= 0 die

Abschätzung

lim sup
n→∞

P ({Xn ∈ A}∆{X ∈ A}) ≤ P
(
d(X, A) < ε, X 6∈ A

)

+ P
(
d(X, Ac) < ε, X ∈ A

)
.

Dabei sei an die Definition A∆B := (A \B) ∪ (B \ A) erinnert. Für ε ↓ 0 gilt

{d(X, A) < ε, X 6∈ A} ↓ {X ∈ ∂A ∩ Ac}
und

{d(X, Ac) < ε, X ∈ A} ↓ {X ∈ A ∩ ∂A} .
Wegen P (X ∈ ∂A) = 0 folgt

lim
n→∞

P ({Xn ∈ A}∆{X ∈ A}) = 0 ,

also
lim

n→∞
P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A) .

Nach Satz 6.10 (d) folgt L(Xn)
w−→ L(X). �

6.25 Lemma Es sei S separabel, und (Xn)n und (X ′
n)n seien zwei Folgen von

(S, BS)-wertigen Zufallsvariablen. Gelten L(Xn)
w−→ µ und d(Xn, X

′
n) → 0 in

Wahrscheinlichkeit, so gilt L(X ′
n)

w−→ µ.

Beweis: Seien F ⊂ S abgeschlossen, ε > 0 und F ε = {x : d(x, F ) ≤ ε}. Dann
gilt

lim sup
n→∞

P (X ′
n ∈ F ) ≤ lim sup

n→∞
P
(
d(Xn, X

′
n) ≥ ε

)
+ lim sup

n→∞
P (Xn ∈ F ε)

≤ µ(F ε) .

Für ε→ 0 gilt µ(F ε) → µ(F ). �

2Vgl. Satz 9.16, Wahrscheinlichkeitstheorie
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KAPITEL 7

Der Satz von Donsker

Fortan betrachten wir S = C[0, 1] die Menge der stetigen Funktionen [0, 1] →
R. Für f, g ∈ [0, 1] sei d(f, g) := supt∈[0,1] |f(t) − g(t)|.

7.1 Satz (C[0, 1], d) ist ein vollständiger und separabler metrischer Raum.

Beweis: Die Banachraum-Eigenschaft kennen wir aus der Analysis-Vorlesung.
Die Polynome mit rationalen Koeffizienten bilden eine abzählbare, dichte Teil-
menge in C[0, 1] nach dem Approximationssatz von Weierstraß (der dies
für jede kompakte Teilmenge in Rk liefern würde). �

Für m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1 sei πt1 ,...,tm : C[0, 1] → Rm die
endlich dimensionale Projektion f 7→ (f(t1), . . . , f(tm)).

7.2 Lemma Es gilt
BC = σ(π−1

t (B), t ∈ [0, 1])

mit der Notation C := C[0, 1].

Beweis: Mit B′ := σ(π−1
t (B), t ∈ [0, 1]) wollen wir BC = B′ zeigen. Da πt

stetig ist, ist für U ⊂ R offen auch π−1
t (U) offen, liegt also in BC . Daraus folgt

B′ ⊂ BC . Für f ∈ C[0, 1] und ε > 0 sei

Bε(f) := {g ∈ C[0, 1] : d(f, g) ≤ ε} .

Dann ist, da f stetig,

Bε(f) :=
⋂

t∈[0,1]∩Q

{g ∈ C[0, 1] : |g(t)− f(t)| ≤ ε} =
⋂

t∈[0,1]∩Q

π−1
t

(
Bε(f(t))

)
∈ B′ .

Da C[0, 1] separabel ist, ist jede offene Menge abzählbare Vereinigung von
derartigen Kugeln, also in B′. �

Der Satz von Donsker ist eine Verallgemeinerung des zentralen Grenz-
wertsatzes, indem nicht nur die Asymptotik der Verteilung von Sn/

√
n (Sn =∑n

i=1Xi, unabhängig, identisch verteilte Xi) untersucht wird, sondern die Ver-
teilung des

”
gesamten Pfades“.

Es sei (Xn)n eine Folge unabhängiger, identisch verteilter, R-wertiger Zu-
fallsvariablen, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ). Es sei

85
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1
n

X1(ω)+X2(ω)+X3(ω)
σ
√

n

X1(ω)+···+Xk(ω)
σ
√

n
X1(ω)+X2(ω)

σ
√

n

X1(ω)
σ
√

n

2
n

3
n

k
n

1n−1
n

Abb. 7.1: Broken-Line-Prozess.

EXi = 0 (falls nicht, ersetzen wir Xi durch Xi−EXi) und σ2 := EX2
i ∈ (0,∞).

Wir setzen S0 = 0 und Sn =
∑n

i=1Xi, n ∈ N. Für n ∈ N und ω ∈ Ω definieren
wir die Abbildung Yn(ω, ·) : [0, 1] → R durch

Yn

(
ω,
k

n

)
:=

Sk(ω)

σ
√
n
, k = 0, 1, . . . , n

und lineare Interpolation (
”
Broken-Line-Prozess “).

(Bild einer Irrfahrt: Teilchen schneller springen lassen und die Sprünge
immer kleiner werden lassen,

”
Zeit- und Ortsskala simultan ändern“.)

Eine äquivalente Defintion ist

Yn(ω, t) =
S[nt](ω)

σ
√
n

+
nt− [nt]

σ
√
n

X[nt]+1(ω) , 0 ≤ t ≤ 1 . (7.1)

([x] sei der ganzzahlige Anteil der reellen Zahl x).

Yn kann als Abbildung von Ω nach C[0, 1] aufgefasst werden. Für ein
festes t ∈ [0, 1] ist Yn(·, t) offenbar A-B-messbar. Nach Lemma 7.2 folgt, dass
Yn : Ω → C[0, 1] eine (C,BC)-wertige Zufallsvariable ist. Ohne Einschränkung
ist σ2 = 1, sonst ersetze Xi durch Xi/σ. Der Satz von Donsker wird liefern,
dass L(Yn) schwach gegen ein W-Maß auf (C,BC) konvergiert. Da πt1,...,tm stetig
ist, ist nach Lemma 6.13 für die Konvergenz von

µn := P Yn

notwendig, dass µnπ
−1
t1 ,...,tm für n→ ∞ auf (Rm,Bm) konvergiert.

7.3 Satz Für jedes m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1 konvergiert
µnπ

−1
t1,...,tm schwach auf (Rm,Bm) gegen die m-dimensionale Normalverteilung

mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix (min{ti, tj})i,j.
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m = 1, t1 = 1: µnπ
−1
1 = L(Yn(1)) = L( Sn√

n
) konvergiert gegen die

Standard-Normalverteilung. Für m = 1 und t1 = 0 ist µnπ
−1
0 = L(Yn(0)) = δ0.

Wir müssen noch etwas vorbereiten:

7.4 Lemma Sei d ∈ N und für j = 1, . . . , d sei (µ
(j)
n )n eine Folge von W-Maßen

auf (R,B) mit µ
(j)
n

w−→ µ(j) ∈ M1(R). Dann gilt

µ(1)
n ⊗ · · · ⊗ µ(d)

n
w−→ µ(1) ⊗ · · · ⊗ µ(d)

auf (Rd,Bd).

Beweis: Es sei Aj := {x ∈ R : µ(j)({x}) = 0}. Ac
j ist abzählbar und somit

ist Aj dicht. Sei Bj ⊂ Aj eine abzählbare dichte Teilmenge von Aj. Dann ist
{(aj, bj) : aj, bj ∈ Bj} eine abzählbare Basis der Topologie von R, also ist

U := {(a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (ad, bd) : aj, bj ∈ Bj für j = 1, . . . , d}

eine Basis der Topologie von Rd. U ist durchschnittstabil und für (a1, b1) ×
(a2, b2) × · · · × (ad, bd) ∈ U gilt wegen Satz 6.10 (d).

µ(1)
n ⊗ · · · ⊗ µ(d)

n ((a1, b1) × · · · × (ad, bd)) =
d∏

j=1

µ(j)
n ((aj, bj))

n→∞−→
d∏

j=1

µ(j)((aj, bj)) = µ(1) ⊗ · · · ⊗ µ(d)((a1, b1) × · · · × (ad, bd)) .

Das Lemma folgt nun aus Lemma 6.11. �

Beweis von Satz 7.3: Wir können annehmen, dass t1 > 0 gilt. Setze
∑0

i=1 := 0
und

Z
(n)
1 :=

[nt1]∑

i=1

Xi√
n
, Z

(n)
2 :=

[nt2]∑

i=[nt1]+1

Xi√
n
, . . . , Z(n)

m :=

[ntm]∑

i=[ntm−1]+1

Xi√
n
.

Z
(n)
1 , . . . , Z

(n)
m sind für jedes n ∈ N unabhängig. Mit Lemma 7.4 untersuchen

wir das Konvergenzverhalten von (Z
(n)
j )n für festes j:

L(Z
(n)
j ) = L(

∑k(n)
i=1

Xi√
n
), wo wir t0 := 0 und k(n) := [ntj] − [ntj−1] setzen.

Der zentrale Grenzwertsatz liefert:

lim
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
k(n)

≤ s
)

= Φ(s) =
1√
2π

∫ s

−∞
e−x2/2 dx .
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Nun gilt limn→∞
k(n)

n
= tj − tj−1. Für ε > 0 und s ∈ R folgt

lim sup
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
n
≤ s
)

≤ lim
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
k(n)

≤ s√
tj − tj−1

+ ε
)

= Φ
( s√

tj − tj−1
+ ε
)

und

lim inf
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
n
≤ s
)

≥ lim
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
k(n)

≤ s√
tj − tj−1

− ε
)

= Φ
( s√

tj − tj−1
− ε
)
,

also lim
n→∞

P
( k(n)∑

i=1

Xi√
n
≤ s
)

= Φ
( s√

tj − tj−1

)

Dies ist die Verteilungsfunktion der eindimensionalen Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 und Varianz tj − tj−1. Nach Lemma 7.4 folgt, dass

L(Z
(n)
1 , . . . , Z

(n)
m ) für n → ∞ gegen die Produktverteilung konvergiert, und

dies ist die m-dimensionale Normalverteilung ν mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzmatrix (δij(tj − tj−1))i,j.

Sei nun f : Rm → Rm durch f(x1, . . . , xm) := (x1, x1 + x2, x1 + x2 +
x3, . . . , x1 + · · · + xm) definiert. Nach Lemma 6.13 konvergiert die Verteilung
von

f(Z
(n)
1 , . . . , Z(n)

m ) = (

[nt1]∑

i=1

Xi√
n
,

[nt2]∑

i=1

Xi√
n
, . . . ,

[ntm]∑

i=1

Xi√
n

)

gegen νf−1. Sei (U1, . . . , Um) eine Zufallsgröße mit Verteilung ν, dann besitzt
die Normalverteilung νf−1 den Erwartungswert 0 und die Kovarianzmatrix
mit Komponenten

E(

i∑

k=1

Uk

j∑

s=1

Us) =

min{i,j}∑

k=1

E(U2
k ) +

i∑

k=1,k 6=s

j∑

s=1

E(UkUs) =

min{i,j}∑

k=1

(tk − tk−1)

= min{ti, tj} .

Sei nun W
(n)
j :=

∑[ntj ]
i=1

Xi√
n
− Yn(tj). Dann gilt |W (n)

j | ≤ |X[ntj ]+1|√
n

, falls tj < 1

und W
(n)
j = 0 sonst. Damit ist für ε > 0

P (|(W (n)
1 , . . . ,W (n)

m )| ≥ ε) ≤ P
( m⋃

j=1

{|W (n)
j | ≥ ε/m}

)

≤
m∑

j=1

P
(
|X[ntj ]+1| ≥

√
nε/m

)
= mP (|X1| ≥

√
nε/m) −→ 0
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für n → ∞, also konvergiert (W
(n)
1 , . . . ,W

(n)
m ) in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Nach Lemma 6.25 konvergiert dann auch L(Yn(t1), . . . , Yn(tm)) gegen νf−1. �

Konvergiert, wie behauptet wird, µn = L(Yn) gegen ein Wahrscheinlich-
keitsmaß µ auf (C,BC), so konvergiert für alle m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · <
tm ≤ 1 auch µnπ

−1
t1 ,...,tm gegen µπ−1

t1,...,tm. Dieses Wahrscheinlichkeitsmaß muss
dann nach Satz 7.3 das dort angegebene Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Rm,Bm)
sein. Gibt es ein solches Maß µ?

7.5 Satz Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (C[0, 1],BC) derart,
dass für alle m ∈ N und 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1 das Maß µπ−1

t1 ,...,tm die
m-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix
(min{ti, tj})i,j ist.

7.6 Definition Das Maß µ aus Satz 7.5 ist das sogenannte Wiener-Maß oder
die Verteilung der eindimensionalen Brownschen Bewegung.

Die Eindeutigkeit in Satz 7.5 folgt aus der Tatsache, dass die Mengen

{π−1
t1 ,...,tm(A), m ∈ N, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tm ≤ 1, A ∈ Bm}

ein durchschnittsstabiles Erzeugendensystem von BC bilden. (vgl. Beweis von
Satz 6.2). Die Existenz des Wiener-Maßes µ wird nun simultan mit dem
folgenden Satz bewiesen:

7.7 Satz (von Donsker, 1951) Es gilt µn
w−→ µ auf (C,BC).

Die Existenz in Satz 7.7 und die in Satz 7.5 folgen aus der folgenden
Aussage:

7.8 Satz Die Folge {µn, n ∈ N} ist straff.

Aus Satz 7.8 folgt mit Satz 6.18 (Satz von Prohorov), dass (µn)n kon-
vergente Teilfolgen enthält. Jedes Grenzelement µ einer derartigen Teilfolge
hat aber nach Satz 7.3 die richtigen endlichdimensionalen Randverteilungen
µπ−1

t1,...,tm . Damit ist die Existenz in Satz 7.5 gezeigt.

Aus Satz 7.8 folgt weiter, dass jede Teilfolge von (µn)n wieder eine konver-
gente Teilfolge hat. Deren Grenzelement stimmt mit Satz 7.3 mit dem Wie-

ner-Maß überein. Aus Lemma 6.19 folgt dann µn
w−→ µ. Damit ist der Satz

von Donsker bewiesen.

Der Beweis von Satz 7.8 wird noch etwas verschoben. Zunächst folgt aus
Satz 7.7
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7.9 Satz Ist h : C[0, 1] → R eine Borel-messbare Abbildung mit µ(Dh) = 0
1 und ist (Xi)i eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsgrößen mit
EXi = 0 und EX2

i = 1, so gilt L(h(Yn))
w−→ µh−1, wobei Yn die durch (7.1)

definierte (C,BC)-wertige Zufallsvariable sei.

Beweis: Der Satz folgt sofort aus Satz 6.15.

Der Satz liefert die asymptotische Verteilung von h(Yn), wenn man µh−1

kennt. Der Grenzwert hängt aber gar nicht von der speziellen Gestalt der Ver-
teilung der Xi ab. Daher kann der Satz auch zur Berechnung von µh−1 dienen,
wenn man die Verteilung der h(Yn) kennt. Man kann dazu die Verteilung der
Xi beliebig wählen, solange EXi = 0 und EX2

i = 1 erfüllt sind. Meist ist die
Berechnung von L(h(Yn)) am einfachsten, wenn P (Xi = ±1) = 1/2 ist. Die
für diesen Spezialfall gewonnene Grenzverteilung gilt dann für jede Verteilung
der Xi. Man nennt dies das Invarianzprinzip von Donsker. Wir betrachten
im folgenden Kapitel Anwendungen dazu!

Sind (Xi)i und (X ′
i)i zwei Folgen unabhängig, identisch verteilter Zufalls-

größen mit EXi = EX ′
i = 0 und EX2

i = E(X ′
i)

2 = 1, und sind Yn und Y ′
n

die dazugehörigen interpolierten Irrfahrten, so gilt für jede messbare Funktion
h : C[0, 1] → R mit µ(Dh) = 0

lim
n→∞

L(h(Yn)) = lim
n→∞

L(h(Y ′
n)) . (7.2)

Aus Satz 7.3 wissen wir, dass für 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1 gilt

lim
n→∞

L(Yn(t1), . . . , Yn(tm)) = lim
n→∞

L(Y ′
n(t1), . . . , Y

′
n(tm)),

und somit für jede stetige Funktion h : Rm → R

lim
n→∞

L
(
h(Yn(t1), . . . , Yn(tm))

)
= lim

n→∞
L
(
h(Y ′

n(t1), . . . , Y ′
n(tm))

)
. (7.3)

Wir betrachten die spezielle Abbildung h : C[0, 1] → R mit h(f) :=
max0≤t≤1 f(t), bzw. h : Rm → R mit h(x1, . . . , xm) := maxi=1,...,m xi. Wir
wollen aus (7.3) nun (7.2) herleiten. Dies ist eine Limesvertauschung von

m → ∞ und n → ∞. Genauer: Sei (t
(m)
0 , . . . , t

(m)
m )m eine Folge von Einteilun-

gen 0 = t
(m)
0 ≤ t

(m)
1 < · · · < t

(m)
m ≤ 1 des Einheitsintervalls, wobei wir einfach

annehmen, dass die m+ 1-te Einteilung durch Hinzunahme eines Punktes aus
der m-ten entsteht. Es gelte max1≤i≤m(t

(m)
i − t

(m)
i−1) → 0 für m → ∞. Es gilt

für jedes n ∈ N

lim
m→∞

max
1≤i≤m

Yn(t
(m)
i ) = max

0≤t≤1
Yn(t),

1siehe Notation Lemma 6.14
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also
L
(

max
0≤t≤1

Yn(t)
)

= lim
m→∞

L
(

max
1≤i≤m

Yn(t
(m)
i )

)
.

Somit folgt (7.2) aus (7.3), sofern man

lim
n→∞

lim
m→∞

L
(

max
1≤i≤m

Yn(t
(m)
i )

)
= lim

m→∞
lim

n→∞
L
(

max
1≤i≤m

Yn(t
(m)
i )

)
(7.4)

zeigen kann (falls Limites existieren).

Erinnerung an Doppelfolgen (anm)n,m∈N: Falls bn := limm→∞ anm und
cm := limn→∞ anm sowie b := limn→∞ bn existieren, wann gilt b = limm→∞ cm?
Hinreichend dafür ist die Konvergenz von anm

m→∞−→ bn gleichmäßig in n, bzw.
(anm)m ist eine in n gleichmäßige Cauchyfolge: supn limm,m′→∞ |anm−anm′ | = 0.

Zeige also: L
(

max1≤i≤m Yn(t
(m)
i )

)
liegt für große m,m′ nahe bei

L
(

max1≤i≤m′ Yn(t
(m′)
i )

)
, gleichmäßig in n.

Für f ∈ C[0, 1] und δ > 0 sei

ωδ(f) := sup{|f(s) − f(t)| : s, t ∈ [0, 1] mit |s− t| ≤ δ}

Es gilt

| max
1≤i≤m

Yn(t
(m)
i ) − max

1≤i≤m′
Yn(t

(m′)
i )| ≤ ωδ(Yn)

für m′ ≥ m, falls m so groß ist, dass maxi(t
(m)
i − t

(m)
i−1) ≤ δ. Nun gilt (Übung):

Wenn
sup

n
P
(
ωδ(Yn) ≥ ε

) δ→0−→ 0 für alle ε > 0 , (7.5)

so folgt (7.4).

Es ist erstaunlich, dass der sehr viel allgemeinere Satz von Donsker sich
ebenfalls aus (7.5) ergibt, diese Aussage also die wirklich entscheidende für
den Beweis von Satz 7.8 sein wird: Es geht um eine Charakterisierung relativ
kompakter Teilmengen in C[0, 1].

Das Stetigkeitsmodul ωδ(f) sei wie oben definiert. Es gilt |ωδ(f)−ωδ(g)| ≤
2d(f, g), also ist für δ > 0 fest ωδ stetig. Da ein f ∈ C[0, 1] gleichmäßig stetig
ist, gilt limδ→0 ωδ(f) = 0.

7.10 Satz (von Arzelà-Ascoli) Eine Teilmenge A ⊂ C[0, 1] hat genau dann
kompakten Abschluss, wenn

(a) sup{|f(0)|, f ∈ A} <∞ ist und

(b) limδ→0 supf∈A ωδ(f) = 0.

gelten. (Wir geben im Anhang dieses Kapitels einen Beweis.)
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Dieser Satz kann in ein Kriterium für die Straffheit einer Folge von W-
Maßen auf C übersetzt werden:

7.11 Satz Eine Folge (νn)n von W-Maßen auf (C,BC) ist genau dann straff,
wenn

lim
a↗∞

sup
n
νn({f : |f(0)| > a}) = 0 und (7.6)

lim
δ↘0

lim sup
n→∞

νn({f : ωδ(f) ≥ ε}) = 0 für alle ε > 0 (7.7)

gelten.

Nach obiger Bemerkung ist {f : ωδ(f) ≥ ε} ∈ BC . Die Bedingungen (7.6)
und (7.7) in Satz 7.11 können wie folgt übersetzt werden:

∀η > 0 ∃a > 0 ∀n ∈ N : νn({f : |f(0)| > a}) ≤ η , (7.8)

∀ε > 0, η > 0 ∃δ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 :

νn({f : ωδ(f) ≥ ε}) ≤ η. (7.9)

7.12 Bemerkung C[0, 1] ist vollständig und separabel, also ist jedes Wahr-
scheinlichkeitsmaß ν auf C straff: ∀η > 0 existiert eine kompakte Menge K
mit ν(K) ≥ 1 − η. Insbesondere folgt, dass für ε > 0 ein δ > 0 existiert mit
νn({f : ωδ(f) ≥ ε}) ≤ η. Somit ist (7.9) äquivalent zu

∀ε > 0, η > 0 ∃δ > 0 ∀n ∈ N : νn({f : ωδ(f) ≥ ε}) ≤ η . (7.10)

Beweis von Satz 7.11: Sei {νn, n ∈ N} straff. Für η > 0 sei K eine kompakte
Menge mit νn(K) ≥ 1−η für alle n. Daraus folgen mit dem Satz von Arzelà-

Ascoli die Aussagen (7.8) und (7.10), denn K ⊂ {f : |f(0)| ≤ a} für a groß
genug und K ⊂ {f : ωδ(f) < ε} für δ klein genug. Für die Umkehrung sei
(νn)n eine Folge, die (7.8) und (7.10) erfüllt. Sei η > 0 vorgegeben. Nach (7.8)
existiert ein a ∈ R, so dass A := {f : |f(0)| ≤ a} erfüllt: νn(A) ≥ 1−η/2 für alle
n ∈ N. Für k ∈ N sei δk so gewählt, dass νn({f : ωδk

(f) < 1/k}) ≥ 1 − η/2k+1

für alle n gilt. Nach dem Satz von Arzelà-Ascoli hat

K := A ∩
∞⋂

k=1

{f : ωδk
(f) < 1/k}

kompakten Abschluss und es gilt

νn(K̄c) ≤ ν(Kc) ≤ η/2 +

∞∑

k=1

η/2k+1 = η

für alle n ∈ N, was zu zeigen war. �
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7.13 Bemerkung Hinreichend für (7.8) ist νn({f : f(0) = 0}) = 1, was für
die µn im Satz von Donsker erfüllt ist.

7.14 Lemma Hinreichend für (7.9) ist:

∀ε, η > 0 ∃δ ∈ (0, 1), ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0, ∀t ∈ [0, 1 − δ] :

1

δ
νn

({
f : sup

t≤s≤t+δ
|f(s) − f(t)| ≥ ε

})
≤ η . (7.11)

Beweis: Seien ε, η > 0. Zu ε/2 und η/3 wählen wir δ0 ∈ (0, 1) und n0 ∈ N wie
in (7.11). m ∈ N sei die kleinste natürliche Zahl mit 1/m < δ0. Setze δ := 1

2m
.

Ist f ∈ C[0, 1] mit ωδ(f) ≥ ε, so existieren t < s mit |f(t) − f(s)| ≥ ε und
|t−s| ≤ δ. Zu t, s existiert ein k ∈ N0 mit k ≤ 2m−2 und k

2m
≤ t < s ≤ k

2m
+ 1

m
.

Dann ist
∣∣f(t) − f

(
k

2m

)∣∣ ≥ ε/2 oder
∣∣f(s) − f

(
k

2m

)∣∣ ≥ ε/2. Also ist

{f : ωδ(f) ≥ ε} ⊂
2m−2⋃

k=0

{
f : sup

k
2m

≤s≤ k
2m

+δ0

∣∣f(s) − f
( k

2m

)∣∣ ≥ ε/2
}
,

und somit gilt für alle n ≥ n0:

νn({f : ωδ(f) ≥ ε}) ≤
2m−2∑

k=0

νn

({
f : sup

k
2m

≤s≤ k
2m

+δ0

∣∣f(s) − f
( k

2m

)∣∣ ≥ ε/2
})

≤ (2m− 1)δ0
η

3
≤ (2 + δ0)

η

3
≤ η .

Damit ist (7.9) gezeigt. �

7.15 Bemerkung Die Bedingung in Lemma 7.14 folgt aus der folgenden Aus-
sage: Für alle ε > 0 gilt:

lim
δ↘0

lim sup
n→∞

sup
t∈[0,1−δ]

1

δ
νn

({
f : sup

t≤s≤t+δ
|f(s) − f(t)| ≥ ε

})
= 0 .

Die Bedingung aus Bemerkung 7.15 soll nun für µn = P Yn untersucht
werden: Für δ ∈ (0, 1) und t ∈ [0, 1 − δ] ist

µn

({
f : sup

t≤s≤t+δ
|f(s) − f(t)| ≥ ε

})
= P

(
sup

t≤s≤t+δ
|Yn(s) − Yn(t)| ≥ ε

)
.

Für t = k/n und t+ δ = j/n (k < j) ist

sup
t≤s≤t+δ

|Yn(s) − Yn(t)| = max
1≤i≤nδ

|Sk+i − Sk|√
n

.
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Für allgemeine t ∈ [0, 1] und δ ∈ (0, 1) mit t+δ ≤ 1 kann man so abschätzen: Es
existieren j, k ∈ {0, 1, . . . , n} mit k < j und k

n
≤ t < k+1

n
sowie j−1

n
< t+δ ≤ j

n
.

Dann gilt für jedes s ∈ [t, t+ δ]:

|Yn(s) − Yn(t)| ≤
∣∣∣Yn(t) − Yn

(k
n

)∣∣∣ + max
1≤i≤j−k

∣∣∣Yn

(k + i

n

)
− Yn

(k
n

)∣∣∣

≤ 2 max
1≤i≤j−k

∣∣∣Yn

(k + i

n

)
− Yn

(k
n

)∣∣∣,

also

sup
t≤s≤t+δ

|Yn(s) − Yn(t)| ≤ 2 max
1≤i≤j−k

∣∣∣Yn

(k + i

n

)
− Yn

(k
n

)∣∣∣

= 2 max
1≤i≤j−k

∣∣∣
k+i∑

r=k+1

Xr

∣∣∣/
√
n .

Es ist j−k−2
n

≤ δ. Für n ≥ 1
δ

folgt j − k ≤ 3nδ. Somit ist die rechte Seite

der letzten Ungleichung nicht größer als 2 max1≤i≤3nδ

∣∣∣
∑k+i

r=k+1Xr

∣∣∣/
√
n. Die

Verteilung dieser Zufallsvariablen hängt nicht von k ab. Für n ≥ 1
δ

gilt somit

sup
t∈[0,1−δ]

P
(

sup
t≤s≤t+δ

|Yn(s) − Yn(t)| ≥ ε
)
≤ P

(
max

1≤i≤3nδ

|Si|√
n
≥ ε

2

)
.

Sei m := [3n δ], so ist
√
n ≥

√
m/3δ und somit

P
(

max
1≤i≤3nδ

|Si|√
n
≥ ε

2

)
≤ P

(
max

1≤i≤m

|Si|√
m

≥ ε√
12δ

)
.

Für jedes feste δ > 0 geht m→ ∞ für n→ ∞. Nach Bemerkung 7.15 müssen
wir für jedes ε > 0 zeigen, dass:

lim
δ↘0

lim sup
m→∞

1

δ
P
(

max
1≤i≤m

|Si|√
m

≥ ε√
δ

)
= 0 (7.12)

gilt. Leider hilft die Abschätzung

P
(

max
1≤i≤m

|Si|√
m

≥ ε√
δ

)
≤

m∑

i=1

P
( |Si|√

m
≥ ε√

δ

)

analog zum Beweis von Lemma 7.14 nicht. Wir müssen diese Wahrscheinlich-
keit wesentlich genauer abschätzen:

7.16 Lemma Für alle λ > 0 und m ∈ N gilt

P
(

max
1≤i≤m

|Si| ≥ λ
√
m
)
≤ 2P

(
|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m
)
.2

2vgl. Kolmogorov-Ungleichung, Satz 11.7, Wahrscheinlichkeitstheorie
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Beweis: Für λ ≤
√

2 ist nichts zu zeigen. Sei λ >
√

2.

Ai :=

i−1⋂

j=1

{|Sj| < λ
√
m} ∩ {|Si| ≥ λ

√
m} , i = 1, . . . , m.

Die Ai sind disjunkt und A = {max1≤i≤m |Si| ≥ λ
√
m} =

⋃m
i=1Ai. Also

P (A) = P
(
A ∩ {|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m}
)

+ P
(
A ∩ {|Sm| < (λ−

√
2)
√
m}
)

≤ P
(
|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m
)

+
m−1∑

j=1

P
(
Aj ∩ {|Sm| < (λ−

√
2)
√
m}
)
,

denn Am ∩ {|Sm| < (λ−
√

2)
√
m} = ∅. Weiter gilt

Aj ∩
{
|Sm| < (λ−

√
2)
√
m
}
⊂ Aj ∩

{
|Sm − Sj| ≥

√
2m
}
, j = 1, . . . , m− 1 .

Die Ereignisse Aj und {|Sm − Sj| ≥
√

2m} sind unabhängig, also haben wir

P (A) ≤ P
(
|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m
)

+
m−1∑

j=1

P (Aj)P
(
|Sm − Sj| ≥

√
2m
)
.

Wegen

P
(
|Sm − Sj| ≥

√
2m
)
≤ 1

2m
E
(

(
m∑

k=j+1

Xk)2
)

=
1

2m

m∑

k=j+1

E(X2
k) ≤ 1

2

folgt

P (A) ≤ P
(
|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m
)

+
1

2

m∑

j=1

P (Aj)

= P
(
|Sm| ≥ (λ−

√
2)
√
m
)

+
1

2
P (A) ,

also folgt die Behauptung. �

Wir schließen mit dem Beweis von (7.12) ab:

Mit Lemma 7.16 und dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

lim sup
m→∞

1

δ
P
(

max
1≤i≤m

|Si|√
m

≥ ε√
δ

)
≤ lim sup

m→∞

2

δ
P
( |Sm|√

m
≥ ε√

δ
−
√

2
)

=
2

δ
P
(
|N | ≥ ε√

δ
−
√

2
)
,
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wenn N eine N(0, 1)-verteilte Zufallsgröße bezeichnet. Die Markov-
Ungleichung liefert

P
(
|N | ≥ ε√

δ
−

√
2
)
≤ E(|N |3)
(

ε√
δ
−

√
2
)3 .

Dies führt zu (7.12). Somit ist die Straffheit der Folge (µn)n bewiesen und
somit Satz 7.5. �

Wir sammeln noch ein paar Eigenschaften des Wiener-Maß µ. Natürlich
gilt

(a) µ(C[0, 1]) = 1

(b) Die Familie der Projektionen (πt)t∈[0,1] erfüllt:

µ(πt ≤ α) = lim
n→∞

µn(πt ≤ α) =
1√
2πt

∫ ∞

−∞
exp

(
−s

2

2t

)
ds

für t > 0 und µ(π0 = 0) = limn→∞ µn(π0 = 0) = 1.

(c) Die Familie (πt)t∈[0,1] hat unabhängige Zuwächse, d.h. für 0 = t0 ≤ · · · ≤
tm ≤ 1, α1, . . . , αm ∈ R, m ∈ N, gilt

µ(πti − πti−1
≤ αi, i = 1, . . . , m) =

m∏

i=1

µ(πti − πti−1
≤ αi).

Den Punkt (c) sieht man mit Hilfe von Satz 7.3 so:

µ(πti − πti−1
≤ αi, i = 1, . . . , m) = lim

n→∞
µn(πti − πti−1

≤ αi, i = 1, . . . , m)

= µt1 ⊗ µt2−t1 ⊗ · · · ⊗ µtm−tm−1

(
×m

i=1 (−∞, αi]
)

=

m∏

i=1

lim
n→∞

µn(πti − πti−1
≤ αi)

=

m∏

i=1

µ(πti − πti−1
≤ αi).

7.17 Definition Die Familie (πt)t∈[0,1] heißt Brownsche Bewegung. Präziser
nennt man das Tupel (C,BC , µ, (πt)t∈[0,1]) so.

Damit ist uns schon der wohl wichtigste stochastische Prozess, gemeint
ist die Familie (πt)t∈[0,1], begegnet, die Brownsche Bewegung eines Teilchens
(z.B. Pollen- oder Staubkorns, eines markierten Moleküls) in einer Flüssigkeit
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oder einem Gas. Der Ort xt ∈ R3 (bei uns zunächst in R) wird durch eine
Zufallsvariable πt beschrieben. Brown entdeckte 1828 das Phänomen dieser
Bewegung. Einstein entwickelte 1905 die physikalische Theorie, unabhängig
davon 1906 Smoluckowski. Einstein beschreibt die Bewegung eines Teil-
chens unter Berücksichtigung von Kollisionen mit vielen Teilchen und nimmt
unabhängige Zuwächse und zeitlich stationäre Zuwächse an. Er bestimmt die
Verteilung des Zuwachses in [0, t] als Normalverteilung N(0, σ2) mit σ2 = 2t.
Bachelier untersuchte 1900 in seiner bei Poincaré geschriebenen Disser-
tation ökonomische Agenten zur Beschreibung von Kursschwankungen an der
Pariser Börse. Dabei nahm er für Fluktuationen in [0, t] eine Normalverteilung
N(0, 2t) an! Der mathematische Begriff der Brownschen Bewegung wurde
1920 von N.Wiener geprägt.

Anhang: Beweis des Satzes von Arzelà-Ascoli:

Wir bereiten den Beweis durch ein Kriterium für Kompaktheit von Men-
gen in metrischen Räumen vor.

7.18 Satz Eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann
kompakt, wenn sie vollständig und totalbeschränkt ist. Dabei heißt K ⊂ X
totalbeschränkt, wenn es zu jedem r > 0 ein m ∈ N und x0, . . . , xm ∈ K gibt
mit K ⊂ ⋃m

k=0B(xk, r) (womit jede totalbeschränkte Menge beschränkt ist).

Beweis: Es sei K ⊂ X kompakt, (xj)j sei eine Cauchyfolge in K. K ist fol-
genkompakt (denn eine Teilmenge eines metrischen Raums ist genau dann
kompakt, wenn sie folgenkompakt ist, Analysis I), also besitzt (xj)j eine in K
konvergente Teilfolge. Damit konvergiert die Folge (denn besitzt eine Cauchy-
folge eine konvergente Teilfolge, so ist sie selbst konvergent, Analysis I) in K,
also ist K vollständig. Für jedes r > 0 ist {B(x, r), x ∈ K} eine offene Über-
deckung von K. Da K kompakt, gibt es eine endliche Teilüberdeckung, also
ist K auch totalbeschränkt.

Sei nun K vollständig und totalbeschränkt. (xj)j sei eine Folge in K. Zu
jedem n ∈ N existieren endlich viele Bälle mit Mittelpunkten in K und Radius
1/n, die K überdecken. Es existiert also eine Teilfolge (x1,j)j von (xj)j, die ganz
in einem Ball mit Radius 1 enthalten ist. Dann gibt es eine Teilfolge (x2,j)j von
(x1,j)j, die ganz in einem Ball mit Radius 1/2 enthalten ist, etc. Also gibt es
zu jedem n ∈ N eine Teilfolge (xn+1,j)j von (xn,j)j, die ganz in einem Ball mit
Radius 1/(n+ 1) enthalten ist. Sei yn := xn,n, n ∈ N (Diagonalfolge). Dann
ist (yn)n offensichtlich eine Cauchyfolge in K, also konvergiert (yn)n in K, da
K vollständig. (xj)j hat also eine in K konvergente Teilfolge: (yn)n, also ist K
folgenkompakt, also kompakt. �
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Im zweiten Teil des Beweises haben wir das Diagonalfolgenprinzip verwen-
det. Wir wählen aus einer Folge gemäß einer Vorschrift sukzessive Teilfolgen
aus und bilden dann die Diagonalfolge, indem man von der n-ten Teilfolge
das n-te Glied auswählt. Hier ist (xn+1,j)j Für jedes n ∈ N eine Teilfolge von
(xn,j)j. Die Diagonalfolge (yn)n hat dann die Eigenschaft, dass (yn)n≥N für
jedes N ∈ N eine Teilfolge von (xN,j)j ist, also dieselben infinitären Eigen-
schaften wie jede der Teilfolgen (xn,j)j besitzt.

Da A ⊂ X genau dann totalbeschränkt ist, wenn Ā totalbeschränkt ist,
besagt der obige Satz, dass für eine Teilmenge A ⊂ X gilt: Ā ist genau dann
kompakt, wenn A totalbeschränkt und Ā vollständig ist.

Beweis des Satzes von Arzelà-Ascoli: Sei Ā ⊂ C[0, 1] kompakt. Dann ist
A totalbeschränkt: Zu ε > 0 existieren f1, . . . , fn ∈ A mit d(f, fj) < ε/3 für
ein j ∈ {1, . . . , n} für alle f ∈ A. Jedes fj in C[0, 1] ist gleichmäßig stetig,
also gilt für die endliche Menge {f1, . . . , fn}: Wähle δ > 0, so dass |x− y| < δ
|fj(x) − fj(y)| < ε/3 für alle j = 1, . . . , n und x, y ∈ [0, 1] zur Folge hat. Also
ist |f(x) − f(y)| < ε für alle f ∈ A, somit gilt limδ→0 supf∈A ωδ(f) = 0. A ist
auch beschränkt bezüglich d, was (a) zur Folge hat.

Seien nun (a) und (b) gegeben. Wähle k groß genug, so dass supf∈A ω1/k(f)
endlich ist. Da

|f(t)| ≤ |f(0)| +
k∑

i=1

∣∣∣f
( i
k
t
)
− f

( i− 1

k
t
)∣∣∣ ,

folgt mit (a)
sup

t∈[0,1]

sup
f∈A

|f(t)| <∞ . (7.13)

Wir zeigen nun, dass aus (b) und (7.13) folgt, dass A totalbeschränkt ist, also
auch Ā. Nun ist C[0, 1] vollständig, also auch Ā, damit ist Ā dann kompakt.
Sei ε > 0 und

α := sup
t∈[0,1]

sup
f∈A

|f(t)| .

Ferner sei H := {u
v
α, u = 0,±1,±2, . . . ,±v, v ∈ N} mit v ∈ N so, dass α

v
< ε.

H hat dann die Eigenschaft, dass zu jedem t ∈ [−α, α] ein tk ∈ H existiert mit
|t− tk| < ε Nun wähle k groß genug, so dass ω1/k(f) < ε für alle f ∈ A. B sei
die Teilmenge in C[0, 1] derjenigen Funktionen, die in jedem Intervall [ i−1

k
, i

k
],

i = 1, . . . , k, linear sind und Werte aus H an den Endpunkten i
k
, i = 0, . . . , k,

annehmen. B ist endlich (besteht aus (2ν + 1)k+1 Punkten). Wir zeigen nun,
dass jedes f ∈ A in einem 2ε-Ball um ein Element aus B liegt: Sei f ∈ A, also
|f( i

k
)| ≤ α. Dann existiert ein g ∈ B mit

|f(
i

k
) − g(

i

k
)| < ε , i = 0, . . . , k . (7.14)
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Da ω1/k(f) < ε und g linear in jedem Teilintervall [ i−1
k
, i

k
] ist, folgt aus (7.14)

d(f, g) < 2ε. Dies war zu zeigen. �
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KAPITEL 8

Anwendungen des Invarianzprinzips, die eindimensionale Irrfahrt

Im ersten Beispiel soll Satz 7.9, das Invarianzprinzip von Donsker, auf
h : C[0, 1] → R, h(f) := sup0≤t≤1 f(t) angewendet werden. Es ist leicht einzu-
sehen, dass h stetig ist.

Nun seien die Zufallsgrößen (Xi)i unabhängig mit

P (Xi = 1) = P (Xi = −1) =
1

2
,

also EXi = 0 und VarXi = EX2
i = 1. Wieder sei S0 = 0 und Sn =

∑n
i=1Xi,

sowie Mn := max1≤i≤n Si für n ∈ N. Wir interessieren uns für die Verteilung
von Mn. Man beachte:

sup
0≤t≤1

Yn(t) = max
0≤i≤n

Si√
n

=
Mn√
n
.

(Mn)n heißt auch die Folge der Maximalgewinne beim Münzwurfspiel.

8.1 Satz Für die Folge (Mn)n der Maximalgewinne beim Münzwurfspiel gilt
für alle t ≥ 0

lim
n→∞

P
(Mn√

n
≤ t
)

= 2Φ(t) − 1 .

Für t < 0 gilt

P
(Mn√

n
≤ t
)

= 0 .

8.2 Satz Erfüllen die (Xi)i die Voraussetzungen des Satzes 7.9, so gilt für alle
t ∈ R

lim
n→∞

P
(

max
0≤i≤n

Si√
n
≤ t
)

= max{2Φ(t) − 1, 0} .

Für den Beweis von Satz 8.1 bereiten wir das sogenannte Spiegelungsprin-
zip (Reflexionsprinzip) vor.

Für i, j ∈ Z, i < j, nennen wir eine Folge (i, si), . . . , (j, sj) mit sk ∈ Z,
i ≤ k ≤ j, und |sk+1 − sk| = 1 für i ≤ k ≤ j − 1 einen Pfad von (i, si)
nach (j, sj). Oft schreibt man einfach (si, si+1, . . . , sj). j − i ist die Länge des
Pfades. Wir sagen, dass ein Pfad (si, si+1, . . . , sj) die x-Achse berührt, falls ein
k mit i ≤ k ≤ j existiert, für das sk = 0 ist.

101
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8.3 Lemma (Spiegelungsprinzip / Reflexionsprinzip)

(a) Es seien a, b ∈ N und i, j ∈ Z mit i < j. Die Anzahl der Pfade von (i, a)
nach (j, b), welche die x-Achse berühren, ist gleich der Anzahl der Pfade
von (i, −a) nach (j, b).

(b) Sei a ∈ N, b ∈ Z und n ∈ N. Die Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (n, b),
die sj = a für ein j ∈ {1, . . . , n} erfüllen, ist gleich der Anzahl der Pfade
von (0, 0) nach (n, 2a− b), die sj = a für ein j ∈ {1, . . . , n} erfüllen.

Beweis: (a) Sei (si = −a, si+1, . . . , sj−1, sj = b). Dieser Pfad muss die x-Achse
berühren. τ sei die kleinste Zahl größer als i, für welche sτ = 0 gilt. Dann ist

(−si, −si+1, . . . ,−sτ−1, sτ = 0, sτ+1, . . . , sj = b)

ein Pfad von (i, a) nach (j, b), der die x-Achse berührt, und die Zuordnung ist
bijektiv.

τ

a

−a

Das Bild für den Beweis von (b) ist

τ

n

(n, b) }
b− a

}
b− a

a

τ ist das erstmalige Erreichen des Wertes a. �
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Beweis von Satz 8.1: Für l, k ∈ N0 gilt

P (Sn = l + k) = P (Sn = l + k, Mn ≥ k) .

Nun ist nach Teil (b) von Lemma 8.3

P (Mn ≥ a, Sn = b) = P (Mn ≥ a, Sn = 2a− b)

für jedes b ∈ Z. Also ist

P (Sn = l + k) = P (Mn ≥ k, Sn = k − l) .

Damit ist

P (Mn ≥ k) =

∞∑

l=−∞
P (Mn ≥ k, Sn = l + k)

=

−1∑

l=−∞
P (Mn ≥ k, Sn = l + k) +

∞∑

l=1

P (Sn = l + k) + P (Sn = k)

= 2P (Sn > k) + P (Sn = k)

= 2P (Sn ≥ k) − P (Sn = k) .

Sei t ∈ R+. Für n ∈ N bezeichne kn die kleinste ganze Zahl größer-gleich t
√
n.

Es gilt
P Sn/

√
n w−→ N(0, 1) .

Da {Sn/
√
n ≥ t} = {Sn ≥ kn}, folgt

lim
n→∞

P (Sn ≥ kn) = ν0,1

(
[t, ∞)

)
.

Wegen t
√
n ≤ kn < t

√
n + 1 gilt weiter für jedes ε > 0 und alle n ∈ N mit

1/
√
n ≤ ε

{Sn = kn} =
{ Sn√

n
=

kn√
n

}
⊂
{
t ≤ Sn√

n
< t+ ε

}
,

und daraus folgt

lim sup
n→∞

P (Sn = kn) ≤
∫ t+ε

t

g0,1(x) dx ∀ε ≥ 0 ,

also
lim

n→∞
P (Sn = kn) = 0 .

Zusammen erhalten wir

lim
n→∞

P
(Mn√

n
≥ t
)

= 2ν0,1

(
[t, ∞)

)

=
( 2

π

)1/2
∫ ∞

t

e−x2/2 dx = 2
(
1 − Φ(t)

)
,

womit die Behauptung des Satzes folgt. �
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Im zweiten Beispiel betrachten wir die Abbildung g : C[0, 1] → R mit

g(f) := λ
(
{t ∈ [0, 1] : f(t) ≥ 0}

)
,

wobei λ das Lebesgue-Maß sei. Die Funktion g ist nicht überall stetig, z.B.
ist sie unstetig in f ≡ 0. Es gilt jedoch

8.4 Lemma g ist BC/B-messbar und µ(Dg) = 0, wobei µ das Wiener-Maß
bezeichnet.

Beweis: Es sei ψ : C[0, 1] × [0, 1] → R definiert durch ψ(f, t) = f(t). ψ ist
stetig (Übung!), also BC×[0,1]/B-messbar, wobei wir wieder kurz C := C[0, 1]
schreiben. Da C und [0, 1] separabel sind, folgt analog zu Lemma 6.22

BC×[0,1] = BC ⊗ B[0,1] .

Also ist ψ BC ⊗ B[0,1]/B-messbar.

Sei nun A = {(f, t) : f(t) ≥ 0} = ψ−1
(
[0,∞)

)
∈ BC ⊗ B[0,1]. Für f ∈ C

ist g(f) = λ
(
{t : (f, t) ∈ A}

)
. Also ist f 7→ g(f) BC/B-messbar, siehe Satz

8.12 (Satz von Fubini), Wahrscheinlichkeitstheorie.

Es gilt

g(f) =

∫ 1

0

1[0,∞]

(
f(t)

)
dt .

Ist f ∈ C mit λ
(
{t : f(t) = 0}

)
= 0, und ist (fn)n eine Folge in C mit

d(fn, f) → 0, so gilt 1[0,∞]

(
fn(t)

)
→ 1[0,∞]

(
f(t)

)
für λ-fast alle t ∈ [0, 1]. Nach

dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

g(fn) → g(f) .

Also ist Dg ⊂
{
f : λ

(
{t : f(t) = 0}

)
> 0
}

gezeigt.

Wir zeigen

µ
({
f : λ

(
{t : f(t) = 0}

)
> 0
})

= 0.

Dazu müssen wir zeigen, dass f 7→ λ
(
{t : f(t) = 0}

)
messbar ist. Dies geht

analog zur Messbarkeit von g. Es ist zu zeigen:

0 =

∫

C

λ
(
{t : f(t) = 0}

)
µ(df) =

∫

C

∫

[0,1]

(1{0} ◦ ψ)(f, t) dt µ(df) .

Nach dem Satz von Fubini gilt∫

C

∫

[0,1]

(1{0} ◦ ψ)(f, t) dt µ(df) =

∫

[0,1]

∫

C

(1{0} ◦ ψ)(f, t)µ(df) dt

=

∫

[0,1]

µ
(
{f : f(t) = 0}

)
dt

=

∫

[0,1]

µπ−1
t

(
{0}
)
dt .
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Das letzte Integral ist tatsächlich gleich Null, denn µπ−1
t ist für t > 0 die

Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz t. Damit ist das Lemma
bewiesen. �

Die Abbildung g erfüllt also die Voraussetzung des Invarianzprinzips, Satz
7.9. Es folgt nun die Berechnung von L

(
g(Yn)

)
im Spezialfall, wo P (Xi =

±1) = 1/2 ist. Dies ist eine elementare und schöne Auseinandersetzung mit
der eindimensionalen, symmetrischen Irrfahrt und hebt die Bedeutung des Re-
flexionsprinzips eindrücklich hervor. Es gilt:

8.5 Satz Sind die (Xi)i unabhängig und P (Xi = ±1) = 1/2, so gilt für t ∈
[0, 1]

lim
n→∞

P
(
g(Yn) ≤ t

)
=

2

π
arcsin

√
t .

Dies liefert somit die Verteilungsfunktion von µ g−1, wenn µ das Wiener-
Maß ist. Es folgt mit Satz 7.9:

8.6 Satz (Arcussinus-Gesetz) Die auf (C, BC , µ) definierte Zufallsgröße
f 7→ λ

(
{t : f(t) ≥ 0}

)
hat die Verteilungsfunktion

t 7→ 2

π
arcsin

√
t , t ∈ [0, 1] .

Erfüllen die (Xi)i die Voraussetzungen von Satz 7.9, so gilt für t ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

P
(
g(Yn) ≤ t

)
=

2

π
arcsin

√
t .

8.7 Bemerkung Es ist nicht sehr schwer zu zeigen, dass

g(Yn) − 1

n

∣∣{m ≤ n : Sm > 0}
∣∣

in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Nach Lemma 6.25 folgt dann, dass
auch

L
( 1

n

∣∣{m ≤ n : Sm > 0}
∣∣
)

asymptotisch nach der Arcussinus-Verteilung verteilt ist. Wir zeigen dies hier
nicht.

Zunächst betrachten wir einige kombinatorische Resultate zu Pfaden, so
wie sie von unserem Münzwurfspiel der (Xi)i erzeugt werden. Wir betrachten
zwei verschiedene Zufallsexperimente:
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(I) Der Endpunkt liegt fest: Ist n ∈ N und hat s, s ∈ Z, dieselbe Parität wie
n, so bezeichne Ω(n,s) die Menge der Pfade von (0, 0) nach (n, s). Auf dieser
Menge betrachten wir die Gleichverteilung. Wir müssen zunächst die Anzahl
der Pfade zählen: Hat ein Pfad ω ∈ Ω(n,s) p ansteigende Verbindungen und q
absteigende (d.h. p := |{i ∈ {0, . . . , n−1} : si+1 = si+1}|), so gelten p+q = n,
p − q = s, das heißt p = (n + s)/2, q = (n − s)/2. p und q sind also durch n
und s vollständig festgelegt.

|Ω(n,s)| ist die Anzahl der Möglichkeiten, die p aufsteigenden Verbindungen
in der Gesamtzahl von n Schritten zu plazieren, das heißt, es gilt

|Ω(n,s)| =

(
n

(n+ s)/2

)
=

(
p+ q

p

)
. (8.1)

(II) Freier Endpunkt: Ωn bezeichne die Menge aller Pfade der Länge n mit
Startpunkt (0, 0). |Ωn| ist hier offenbar 2n.

Wir betrachten zunächst den Fall (I), das heißt das Zufallsexperiment, das
durch die Gleichverteilung auf Ω(n,s) = Ω(p+q,p−q) beschrieben wird.

Wir können uns etwa vorstellen, dass eine Wahl zwischen zwei Kandidaten
K1, K2 stattgefunden hat, wobei nun p Stimmen für K1 und q Stimmen für K2

in einer Wahlurne liegen. Diese Stimmen werden nun eine um die andere aus-
gezählt. Wir wollen zunächst das folgende Ereignis betrachten. Sei p > q (d.h.
K1 hat gewonnen). Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt K1 stets vorn bei der
Auszählung? Diese Wahrscheinlichkeit ist gleich |A|/|Ω(p+q,p−q)| = |A|/

(
p+q

p

)
,

wobei

A = {ω = (0, s1, . . . , sp+q) ∈ Ω(p+q,p−q) : sk > 0 für 1 ≤ k ≤ p+ q }

ist. Zum Abzählen der Pfade in A verwenden wir Lemma 8.3. Für ω =
(0, s1, . . . , sn) ∈ A gilt notwendigerweise s1 = 1. |A| ist somit die Anzahl
der Pfade von (1, 1) nach (p+q, p−q), die die x-Achse nicht berühren. Dies ist
gleich der Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach (p+ q, p− q), minus der Anzahl
derjenigen, die die x-Achse berühren. Letztere ist nach Lemma 8.3 gleich der
Anzahl aller Pfade von (1,−1) nach (p + q, p − q). Wenden wir (8.1) an, so
ergibt sich also

|A| =

(
p+ q − 1

p− 1

)
−
(
p+ q − 1

p

)
=
p− q

p+ q

(
p + q

p

)
. (8.2)

(Wir haben hier natürlich p > q vorausgesetzt.) Die Anzahl aller Elemente in
Ω(p+q,p−q) ist nach (8.1)

(
p+q

p

)
. Somit ergibt sich das folgende Resultat:

8.8 Satz (Ballot-Theorem) (von ballot (engl.) = geheime Abstimmung) Die
Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Kandidat mit der größeren Anzahl p der
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Stimmen während des gesamten Verlaufs der Auszählung führt, ist (p−q)/(p+
q), wobei q die Anzahl der Stimmen des Unterlegenen bezeichnet.

Eine kleine Modifikation des obigen Arguments gestattet auch die Dis-
kussion des Falles p = q. Natürlich kann dann keiner der Kandidaten dauernd
führen, da nach der Auszählung Gleichstand herrscht. Wir können aber die
beiden folgenden Ereignisse betrachten:

(a) Kandidat K1 führt während der gesamten Auszählung, erst am Schluß
tritt Gleichstand ein.

(b) Kandidat K2 führt nie.

Da der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum
(
2p
p

)
Elementarereignisse

hat, die alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ergeben sich aus dem fol-
genden Satz die Wahrscheinlichkeiten für diese beiden Ereignisse:

8.9 Satz

(a) Es gibt 1
p

(
2p−2
p−1

)
Pfade von (0, 0) nach (2p, 0) mit s1 > 0, s2 >

0, . . . , s2p−1 > 0.

(b) Es gibt 1
p+1

(
2p
p

)
Pfade von (0, 0) nach (2p, 0) mit s1 ≥ 0, s2 ≥

0, . . . , s2p−1 ≥ 0.

Beweis:

(a) Natürlich ist notwendigerweise s2p−1 = 1. Wir suchen somit nach der
Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (2p−1, 1) mit s1 > 0, s2 > 0, . . . , s2p−1 =
1. Nach der Formel (8.2) mit q = p− 1 ist dies gleich

1

2p− 1

(
2p− 1

p

)
=

1

p

(
2p− 2

p− 1

)
.

(b) Wir verlängern jeden Pfad, der die Bedingung erfüllt, indem wir noch die
beiden Punkte (−1,−1) und (2p + 1,−1) anfügen und mit (0, 0) bzw.
(2p, 0) verbinden.

  

(0, 0) (2p, 0)
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Auf diese Weise wird eine bijektive Abbildung von der gesuchten Men-
ge von Pfaden auf die Menge der Pfade von (−1,−1) nach (2p + 1,−1),
welche die Bedingung s0 > −1, s1 > −1, . . . , s2p > −1 erfüllen, herge-
stellt. Die Anzahl der Pfade in dieser Menge ist gleich der Anzahl der
Pfade von (0, 0) nach (2p + 2, 0) mit s1 > 0, s2 > 0, . . . , s2p+1 > 0 (Ver-
schiebung des Ursprungs). (b) folgt dann aus (a). �

Aus (b) des obigen Satzes folgt, dass bei Gleichstand der Stimmen mit
Wahrscheinlichkeit 1/(p + 1) der Kandidat K2 zu keinem Zeitpunkt der
Auszählung führt. Das Gleiche gilt auch für den Kandidaten K1. Mit Wahr-
scheinlichkeit 2/(p+ 1) wechselt somit die Führung nie.

Wir wenden uns nun der Situation (II) zu, das heißt dem Zufallsex-
periment, das durch die Gleichverteilung auf Ωn beschrieben wird. Dies ist
nichts anderes als eine Umformulierung unseres Münzwurfexperiments mit
Werten −1, 1. Einem Element (a1, . . . , an) ∈ {−1, 1}n können wir einen Pfad
(s0 = 0, s1, . . . , sn) ∈ Ωn durch sk =

∑k
j=1 aj, 1 ≤ k ≤ n, zuordnen. Dies

definiert eine bijektive Abbildung {−1, 1}n → Ωn. Der Gleichverteilung auf
{−1, 1}n entspricht dann via dieser bijektiven Abbildung die Gleichverteilung
auf Ωn.

Nachfolgend sind zwei Simulationen einer derartigen Irrfahrt mit n =
1000 abgebildet. Aus dem Gesetz der großen Zahlen folgt, dass zum Bei-
spiel S1000/1000 mit großer Wahrscheinlichkeit nahe bei 0 liegt. Um et-
was zu ,,sehen“, müssen wir die y-Achse gegenüber der x-Achse strecken.

   

200 400 600 800 1000
n

-30

-20

-10

Sn
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200 400 600 800 1000
n

-10

10

20

Sn

Zunächst betrachten wir für k ≤ n das Ereignis Ak = {Sk = 0}. Ak

ist das unmögliche Ereignis, falls k ungerade ist. Wir betrachten also A2k,
2k ≤ n. Um die Anzahl der Pfade der Länge n zu bestimmen, die zu A2k

gehören, multiplizieren wir die Anzahl der Pfade der Länge 2k von (0, 0) nach
(2k, 0) mit der Anzahl der Pfade der Länge n− 2k, die in (2k, 0) starten (bei
freiem Ende). Somit ist

|A2k| =

(
2k

k

)
2n−2k.

Ωn enthält 2n Elemente. Also gilt

P (A2k) =

(
2k

k

)
2−2k.

Wir kürzen diese Größe auch mit u2k ab (u0 = 1). Man sieht zunächst nicht,
von welcher Größenordnung u2k = P (A2k) für große k ist. Da

u2k =
(2k)!

(k!)2
2−2k

ist, benötigen wir eine genauere Kenntnis des Verhaltens der Fakultätsfunktion
für große Argumente. Diese erhält man über die Stirling-Approximation:

lim
n→∞

n!/(
√

2πnn+1/2e−n) = 1. (8.3)

Für zwei reelle Zahlenfolgen (an)n∈N, (bn)n∈N, mit an, bn > 0 schreiben wir
an ∼ bn, sofern

lim
n→∞

an/bn = 1

gilt. Dies bedeutet keineswegs, dass |an − bn| gegen 0 konvergiert. So gilt etwa

lim
n→∞

|n! −
√

2πnn+1/2e−n| = ∞.

Setzen wir die Stirling-Approximation ein, so erhalten wir
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8.10 Satz Es gilt

u2k ∼ 1√
πk
.

Satz 8.10 ist eine recht gute Näherung für u2k. Um dies genauer zu disku-
tieren, brauchte man gute Abschätzungen für die Differenz n!−

√
2πnn+1/2e−n.

Wir wollen diesen Punkt jedoch nicht weiter verfolgen.

Interessanterweise lassen sich die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe ande-
rer Ereignisse in Beziehung zu u2k setzen. Es sei zunächst für k ∈ N f2k die
Wahrscheinlichkeit, dass die erste Nullstelle der Irrfahrt nach dem Zeitpunkt
0 die Zeitkoordinate 2k hat, das heißt

f2k = P (S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2k−1 6= 0, S2k = 0).

8.11 Lemma

(a) f2k = 1
2k
u2k−2 = P (S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2k−2 ≥ 0, S2k−1 < 0) = u2k−2 −

u2k.

(b) u2k = P (S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2k 6= 0) = P (S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2k ≥ 0).

(c) u2k =
∑k

j=1 f2ju2k−2j.

Beweis:

(a) Nach Satz 8.9 (a) gibt es 1
k

(
2k−2
k−1

)
Pfade von (0, 0) nach (2k, 0) mit s1 >

0, . . . , s2k−1 > 0 und natürlich genauso viele mit s1 < 0, . . . , s2k−1 < 0. Es
folgt

f2k =
2

k

(
2k − 2

k − 1

)
2−2k =

1

2k

(
2k − 2

k − 1

)
2−2(k−1) =

1

2k
u2k−2.

Wir beweisen die nächste Gleichung: Falls s2k−2 ≥ 0 und s2k−1 < 0
sind, so gelten s2k−2 = 0 und s2k−1 = −1. Die Anzahl der Pfade von
(0, 0) nach (2k − 1,−1) mit s1 ≥ 0, . . . , s2k−3 ≥ 0, s2k−2 = 0 ist gleich
der Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (2k − 2, 0) mit allen y-Koordinaten
≥ 0. Die zweite Gleichung in (a) folgt dann mit Hilfe von Satz 8.9, (b).
Die dritte ergibt sich aus

u2k =

(
2k

k

)
2−2k =

2k(2k − 1)

k · k

(
2k − 2

k − 1

)
· 1

4
· 2−2k+2 =

(
1 − 1

2k

)
u2k−2.

(b) C2j sei das Ereignis {S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2j−1 6= 0, S2j = 0}. Diese
Ereignisse schließen sich gegenseitig aus und haben Wahrscheinlichkeiten
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f2j = u2j−2 − u2j. Somit ist mit u0 = 1

P (S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2k 6= 0) = 1 − P

( k⋃

j=1

C2j

)

= 1 −
k∑

j=1

(u2j−2 − u2j) = u2k.

Die zweite Gleichung folgt analog aus der dritten Identität in (a).

(c) Für 1 ≤ j ≤ k sei Bj = {S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2j−1 6= 0, S2j = 0, S2k = 0}.
Diese Ereignisse sind paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist {S2k =
0}. |Bj| ist offenbar gleich der Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (2j, 0),
die die x-Achse dazwischen nicht berühren, multipliziert mit der Anzahl
aller Pfade von (2j, 0) nach (2k, 0), das heißt |Bj| = 22jf2j2

2k−2ju2k−2j.
Somit gilt P (Bj) = f2ju2k−2j, das heißt

u2k =

k∑

j=1

P (Bj) =

k∑

j=1

f2ju2k−2j.

�

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus der ersten Gleichung in (b). Da
nach Satz 8.10 limk→∞ u2k = 0 gilt, folgt, dass die Wahrscheinlichkeit für keine
Rückkehr der Irrfahrt bis zum Zeitpunkt 2k mit k → ∞ gegen 0 konvergiert.
Man kann das folgendermaßen ausdrücken: ,,Mit Wahrscheinlichkeit 1 findet
irgendwann eine Rückkehr statt.“ Man sagt auch, die Irrfahrt sei rekurrent.
Wir wollen das noch etwas genauer anschauen und bezeichnen mit T den Zeit-
punkt der ersten Nullstelle nach dem Zeitpunkt 0. T muß gerade sein, und es
gilt P (T = 2k) = f2k. Aus (a) und u2k → 0 folgt

∞∑

k=1

f2k = lim
N→∞

N∑

k=1

f2k = lim
N→∞

N∑

k=1

(u2k−2 − u2k) = lim
N→∞

(u0 − u2N) = 1.

Wir sehen also, dass (f2k)k∈N eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den gera-
den natürlichen Zahlen definiert, die Verteilung von T . Daraus läßt sich der
Erwartungswert von T berechnen:

ET =

∞∑

k=1

2kf2k =

∞∑

k=1

u2k−2,

wobei wir die Gleichung (a) in Lemma 8.11 anwenden. Nach Satz 8.10 di-
vergiert jedoch diese Reihe! Man kann auch sagen, dass ET gleich ∞ ist. Mit
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Wahrscheinlichkeit 1 findet also ein Ausgleich statt; man muß jedoch im Schnitt
unendlich lange darauf warten.

Obgleich P (S1 6= 0, . . . , S2k 6= 0) = P (S1 ≥ 0, . . . , S2k ≥ 0) ∼ 1/
√
πk

gegen 0 konvergiert, ist diese Wahrscheinlichkeit erstaunlich groß. Wieso er-
staunlich? Wir betrachten das Ereignis F

(k)
j , dass die Irrfahrt während genau 2j

Zeiteinheiten bis 2k positiv ist. Aus formalen Gründen präzisieren wir ,,positiv
sein“ wie folgt: Die Irrfahrt ist positiv im Zeitintervall von l bis l+1, falls Sl oder
Sl+1 > 0 ist. Es kann also auch Sl = 0, Sl+1 > 0 oder Sl > 0, Sl+1 = 0 sein. Man
überzeugt sich leicht davon, dass die Anzahl der Intervalle, wo dieses der Fall
ist, gerade ist. F

(k)
k ist natürlich das Ereignis {S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . . , S2k ≥ 0}.

Aus Gründen der Symmetrie ist P (F
(k)
0 ) = P (F

(k)
k ), was nach Lemma 8.11 (b)

gleich u2k ∼ 1/
√
πk ist.

Die F
(k)
j sind für 0 ≤ j ≤ k paarweise disjunkt, und es gilt

k∑

j=0

P (F
(k)
j ) = 1.

Mithin können nicht allzuviele der P (F
(k)
j ) von derselben Größenordnung wie

P (F
(k)
k ) sein, denn sonst müßte die obige Summe > 1 werden. Anderseits ist

wenig plausibel, dass unter diesen Wahrscheinlichkeiten gerade P (F
(k)
k ) und

P (F
(k)
0 ) besonders groß sind. Genau dies ist jedoch der Fall, wie aus dem

folgenden bemerkenswerten Resultat hervorgehen wird.

8.12 Satz (von Chung und Feller) Für 0 ≤ j ≤ k gilt

P (F
(k)
j ) = u2ju2k−2j.

Beweis: Wir führen einen Induktionsschluss nach k. Für k = 1 gilt

P (F
(1)
0 ) = P (F

(1)
1 ) =

1

2
= u2.

Wir nehmen nun an, die Aussage des Satzes sei bewiesen für alle k ≤ n − 1,
und beweisen sie für k = n.

Wir hatten in Lemma 8.11 (b), schon gesehen, dass P (F
(n)
0 ) = P (F

(n)
n ) =

u2n ist (u0 ist = 1). Wir brauchen deshalb nur noch 1 ≤ j ≤ n−1 zu betrachten.
Zunächst führen wir einige spezielle Mengen von Pfaden ein.

Für 1 ≤ l ≤ n, 0 ≤ m ≤ n− l sei G+
l,m die Menge der Pfade der Länge 2n

mit: s0 = 0, s1 > 0, s2 > 0, . . . , s2l−1 > 0, s2l = 0 und 2m Strecken des Pfades
zwischen den x-Koordinaten 2l und 2n sind positiv.

Analog bezeichne G−
l,m für 1 ≤ l ≤ n, 0 ≤ m ≤ n − l, die Menge der

Pfade mit: s0 = 0, s1 < 0, s2 < 0, . . . , s2l−1 < 0, s2l = 0 und 2m Strecken des
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Pfades zwischen den x-Koordinaten 2l und 2n sind positiv. Die G+
l,m, G

−
l,m sind

offensichtlich alle paarweise disjunkt. Ferner gilt

G+
l,m ⊂ F

(n)
l+m, G

−
l,m ⊂ F (n)

m .

Man beachte, dass für 1 ≤ j ≤ n−1 jeder Pfad aus F
(n)
j zu genau einer der

Mengen G+
l,m, G

−
l,m gehört. Dies folgt daraus, dass ein solcher Pfad mindestens

einmal das Vorzeichen wechseln, also auch die 0 passieren muß. Ist 2l die x-
Koordinate der kleinsten Nullstelle > 0, so gehört der Pfad zu G+

l,j−l, falls der
Pfad vor 2l positiv, und zu G−

l,j, falls er vor 2l negativ ist. Demzufolge ist

P (F
(n)
j ) =

j∑

l=1

P (G+
l,j−l) +

n−j∑

l=1

P (G−
l,j).

Es bleibt noch die Aufgabe, die Summanden auf der rechten Seite dieser Glei-
chung zu berechnen.

Offensichtlich enthalten G+
l,m und G−

l,m gleich viele Pfade. |G+
l,m| ist gleich

der Anzahl der Pfade von (0, 0) nach (2l, 0) mit s1 > 0, s2 > 0, . . . , s2l−1 > 0
multipliziert mit der Anzahl der Pfade der Länge 2n − 2l mit Start in (2l, 0)
und 2m positiven Strecken, das heißt

|G+
l,m| = |G−

l,m| =
1

2
f2l2

2lP (F (n−l)
m )22n−2l,

und

P (G+
l,m) = P (G−

l,m) =
1

2
f2lP (F (n−l)

m ).

Nach der weiter oben stehenden Gleichung ist also

P (F
(n)
j ) =

1

2

j∑

l=1

f2lP (F
(n−l)
j−l ) +

1

2

n−j∑

l=1

f2lP (F
(n−l)
j ).

Nach Induktionsvoraussetzung ist das

P (F
(n)
j ) =

1

2

j∑

l=1

f2l u2j−2l u2n−2j +
1

2

n−j∑

l=1

f2l u2n−2j−2l u2j = u2j u2n−2j

nach Lemma 8.11 (c). �

Um das Verhalten von P (F
(k)
j ) für festes k als Funktion von j zu unter-

suchen, betrachten wir für 1 ≤ j ≤ k − 1 die Quotienten

P (F
(k)
j )

P (F
(k)
j+1)

=

(
2j
j

)(
2k−2j
k−j

)
(
2j+2
j+1

)(
2k−2j−2
k−j−1

) =
(2k − 2j − 1)(j + 1)

(2j + 1)(k − j)
.
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Dieser Quotient ist > 1, = 1 oder < 1, je nachdem, ob j < k−1
2

, j = k−1
2

oder
j > k−1

2
ist.

Als Funktion von j fällt also P (F
(k)
j ) für j < k−1

2
und steigt an für j > k−1

2
.

P (F
(k)
0 ) = P (F

(k)
k ) ist also der größte vorkommende Wert und P (Fd k−1

2 e)

der kleinste. Es ist bedeutend wahrscheinlicher, dass die Irrfahrt über das ganze
betrachtete Zeitintervall positiv ist, als dass sich positive und negative Zahlen
ausgleichen. Dies scheint im Widerspruch zum Gesetz der großen Zahlen zu
stehen. Ohne dies hier genauer zu diskutieren, sei aber daran erinnert, dass
die Rückkehrzeit T nach 0 keinen endlichen Erwartungswert hat, wie wir oben
gezeigt haben.

Mit Hilfe von Satz 8.10 läßt sich eine einfach Approximation für P (F
(k)
j )

für große j und k − j gewinnen:

8.13 Satz Für j → ∞, k − j → ∞ gilt P (F
(k)
j ) ∼ 1

π
1√

j(k−j)
, das heißt

lim
j→∞,k−j→∞

√
j(k − j)P (F

(k)
j ) =

1

π
.

Betrachten wir speziell x ∈ (0, 1) so gilt für j, k → ∞ mit j/k ∼ x

P (F
(k)
j ) ∼ 1

πk

1√
x(1 − x)

.

Diese Wahrscheinlichkeiten sind also von der Größenordnung 1/k, das heißt
asymptotisch viel kleiner als

P (F
(k)
0 ) = P (F

(k)
k ) ∼ 1√

πk
.

Die Funktion (x(1 − x))−1/2 hat für x = 0 und 1 Pole. Das steht in Über-
einstimmung damit, dass für j/k ∼ 0 und j/k ∼ 1 die Wahrscheinlichkeiten

P (F
(k)
j ) von einer anderen Größenordnung als 1/k sind.

Eine Aussage wie die in Satz 8.13 nennt man einen lokalen Grenzwertsatz,
da wir damit Informationen über die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeitraum
der Führung exakt = 2j ist, erhalten. Da diese Wahrscheinlichkeiten jedoch
alle für große k klein werden, interessiert man sich eher zum Beispiel für die
Wahrscheinlichkeit, dass der relative Anteil der Zeit, wo die Irrfahrt positiv
ist, ≥ α ist.

Es seien 0 < α < β < 1. γk(α, β) sei die Wahrscheinlichkeit, dass dieser
relative Anteil der Zeit zwischen α und β liegt. Genauer: Tk sei (die auf Ω2k
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definierte) Zufallsgröße, die die Dauer der Führung zählt:

Tk :=
2k∑

j=1

1{Sj−1≥0, Sj≥0}.

Dann ist

γk(α, β) := P
(
α ≤ Tk

2k
≤ β

)
=

∑

j:α≤ j

k
≤β

P (F
(k)
j ).

Wir sind übrigens nun bei der in Satz 8.5 diskutierten Abbildung g(Yn) an-
gekommen, denn Tk = 2k g(Y2k). Wir wollen nun aus Satz 8.13 für k → ∞
folgern:

γk(α, β) ∼ 1

π

∑

j:α≤ j

k
≤β

1

k

1√
j
k

(
1 − j

k

) . (8.4)

Die rechte Seite ist nichts anderes als die Riemann-Approximation für
∫ β

α

1

π

1√
x(1 − x)

dx =
2

π
(arcsin

√
β − arcsin

√
α).

Es folgt nun (und damit Satz 8.5):

8.14 Satz (Arcussinus-Gesetz)

lim
k→∞

γk(α, β) =
2

π
(arcsin

√
β − arcsin

√
α).

Beweis: Wir müssen (8.4) zeigen. Wir schreiben die Stirling-Approximation
als n! =

√
2πn

(
n
e

)n
F (n) mit limn→∞ F (n) = 1. Es folgt

P (F
(k)
j ) =

(
2j

j

)(
2k − 2j

k − j

)
1

22k

=
1

π

1√
( j

k
)(1 − ( j

k
))

1

k

F (2j)F (2(k− j))

F (j)F (j)F (k− j)F (k − j)
.

Wir wählen nun ein δ > 0 mit 0 < δ < 1/2 und betrachten für jedes k nur die
Werte j für die gilt

δ ≤ j

k
≤ 1 − δ,

womit kδ ≤ j und kδ ≤ k − j folgt. Für k → ∞ konvergiert nun jedes
F (j), F (k − j), F (2j), F (2(k − j)) gleichmäßig für alle obigen Werte von j.
Somit existiert für δ ≤ α < β ≤ 1 − δ ein Gα,β(k) für jedes k = 1, 2, . . ., so
dass für jedes obige δ > 0 gilt:

lim
k→∞

Gα,β(k) = 1 gleichmäßig für δ ≤ α < β ≤ 1 − δ



116 8. ANWENDUNGEN DES INVARIANZPRINZIPS

und

∑

α≤ j

k
≤β

P (F
(k)
j ) =

(
1

k

∑

α≤ j

k
≤β

1

π

1√
(j/k)(1 − (j/k))

)
Gα,β(k).

Nun folgt die Behauptung gleichmäßig für δ ≤ α < β ≤ 1− δ, wie auch immer
0 < δ < 1/2 gewählt war. Damit folgt die Behauptung. �

8.15 Bemerkung Die Aussage von Satz 8.14 ist auch richtig für α = 0 oder
β = 1. Das heißt etwa, dass γk(0, β) — die Wahrscheinlichkeit dafür, dass
der relative Anteil der Zeit, in der K1 führt, ≤ β ist — gegen 2

π
arcsin

√
β

konvergiert.

Beweis: Offensichtlich gilt limk→∞ γk

(
0, 1

2

)
= 1/2. Ist β ∈ (0, 1/2), so folgt

lim
k→∞

γk(0, β) = lim
k→∞

(γk(0, 1/2) − γk(β, 1/2)) =
2

π
arcsin

√
β,

für β > 1/2

lim
k→∞

γk(0, β) = lim
k→∞

(γk(0, 1/2) + γk(1/2, β)) =
2

π
arcsin

√
β.

Für γk(α, 1) führt dasselbe Argument zum Ziel. �

Der Beweis des Arcus-Sinus-Gesetzes wurde zuerst von P. Lévy im
Jahre 1939 gegeben. Die Funktion 1

π
1√

x(1−x)
hat das folgende Aussehen:

      

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

1

2

3

4

5 1

π
√

x(1−x)

Zur Illustration des Arcus-Sinus-Gesetzes diene die folgende Tabelle der so-
genannten Arcus-Sinus-Verteilungsfunktion A(x) = 2

π
arc sin

√
x. Für x ∈

(1
2
, 1] kann A(x) mit der Formel A(x) = 1 − A(1 − x) berechnet werden.
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A(x) = 2
π

arc sin
√
x

x A(x) x A(x) x A(x)

0.00 0.000 0.20 0.295 0.40 0.436
0.01 0.064 0.21 0.303 0.41 0.442
0.02 0.090 0.22 0.311 0.42 0.449
0.03 0.111 0.23 0.318 0.43 0.455
0.04 0.128 0.24 0.326 0.44 0.462
0.05 0.144 0.25 0.333 0.45 0.468
0.06 0.158 0.26 0.341 0.46 0.474
0.07 0.171 0.27 0.348 0.47 0.481
0.08 0.183 0.28 0.355 0.48 0.487
0.09 0.194 0.29 0.362 0.49 0.494
0.10 0.205 0.30 0.369 0.50 0.500
0.11 0.215 0.31 0.376
0.12 0.225 0.32 0.383
0.13 0.235 0.33 0.390
0.14 0.244 0.34 0.396
0.15 0.253 0.35 0.403
0.16 0.262 0.36 0.410
0.17 0.271 0.37 0.416
0.18 0.279 0.38 0.423
0.19 0.287 0.39 0.429
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KAPITEL A

Beweis des Satzes von Prohorov

Inspiziert man den Beweis von Satz 6.20 (Cramér-Wold) und den von Satz
7.5 und 7.7 (Satz von Donsker), so haben wir nur die folgende einfachere
Version des Satzes von Prohorov verwendet:

Ist die Folge (µn)n von W-Maßen auf einem vollständigen, separablen me-
trischen Raum straff, so hat (µn)n eine schwach konvergente Teilfolge, ist also
insbesondere relativ kompakt. Ist die Folge (µn)n schwach konvergent, so ist sie
auch straff (Satz 6.20). Wir beweisen daher auch nur diese Variante. Für einen
Beweis von Satz 6.20 in seiner vollen Allgemeinheit verweisen wir auf Bil-

lingsley,
”
Convergence of Probablitiy measures“, oder Parthasarathy,

”
Probabilty measures on metric spaces“.

A.1 Satz Es sei S ein separabler metrischer Raum und (µn)n eine Folge von
W-Maßen auf (S, BS), die straff ist. Dann hat (µn)n eine schwach konvergente
Teilfolge. Ist S ein vollständiger, separabler metrischer Raum und konvergiert
(µn)n schwach, dann ist {µn, n ∈ N} straff.

Alle Beweise in der Literatur verwenden tiefere Resultate der Analysis, so
auch der hier vorgestellte Beweis.

A.2 Lemma Es sei S ein kompakter metrischer Raum und (µn)n eine Folge
von W-Maßen auf (S, BS). Dann hat (µn)n eine schwach konvergente Teilfolge.

Der Beweis des Lemmas verwendet die folgende Variante des Darstellungs-
satzes von Riesz:

Eine Abbildung Λ : C(S) → R heißt ein normiertes, nicht-negatives li-
neares Funktional, wenn Λ(1) = 1, Λ(f) ≥ 0 für f ≥ 0 und Λ(af + bg) =
aΛ(f) + bΛ(g) für alle a, b ∈ R und f, g ∈ C(S) gilt.

A.3 Satz (Darstellungssatz von Riesz) Es sei S ein kompakter metrischer
Raum. Dann existiert zu jedem normierten, nicht-negativem linearem Funk-
tional Λ : C(S) → R ein eindeutig bestimmtes W-Maß µ auf (S, BS) mit

Λ(f) =

∫
f dµ ∀f ∈ C(S) .

Jedes W-Maß auf (S, BS) bestimmt ein normiertes, nicht-negatives lineares
Funktional auf C(S).
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Beweis: Z.B. in Parthasarathy,
”
Introduction to Probability and Measure“.

Beweis von Lemma A.2: Für f ∈ C(S) sei

||f || := sup
x∈S

|f(x)| .

Da S kompakt ist, ist C(S) ein separabler metrischer Raum; dies folgt aus
dem Satz von Weierstrass. Sei (fn)n eine dichte Folge in C(S). Mit Hilfe
des Diagonalfolgenverfahrens, beschrieben im Anhang zu Kapitel 7, finden wir
eine Teilfolge (µnk

)k von (µn)n, so dass

lim
k→∞

∫
fj dµnk

= aj

für alle j ∈ N existiert. Zu einem f ∈ C(S) und ε > 0 sei fj so gewählt, dass
||f − fj|| < ε. Dann ist

∣∣∣
∫
f dµnk

−
∫
f dµnm

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫
fj dµnk

−
∫
fj dµnm

|

+

∫
|f − fj|︸ ︷︷ ︸

≤ε

dµnk
+

∫
|f − fj|︸ ︷︷ ︸

≤ε

dµnm
.

Der erste Summand konvergiert gegen Null für k,m→ ∞, also

lim
k,m→∞

∣∣∣
∫
f dµnk

−
∫
f dµnm

∣∣∣ = 0 ,

und somit konvergiert
∫
f dµnk

für k → ∞ für jedes f ∈ C(S). Setzen wir

Λ(f) := lim
k→∞

∫
f dµnk

, f ∈ C(S) ,

so ist Λ ein nicht-negatives lineares Funktional auf C(S) mit Λ(1) = 1, also
existiert nach Satz A.3 ein µ ∈ M1(S) mit

Λ(f) =

∫
f dµ ∀f ∈ C(S) ,

womit die schwache Konvergenz von (µnk
)k gegen µ folgt. �

Für den Beweis von Satz A.1 bereiten wir vor:

A.4 Lemma (von Urysohn) Ist S ein separabler metrischer Raum, so ist er
homöomorph zu einer Teilmenge in [0, 1]N.
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Beweis: d bezeichne die Metrik auf S und (sn)n eine dichte, abzählbare Teil-
menge von S. h : S → [0, 1]N sei definiert durch die n-ten Koordinatenfunktio-
nen

hn(x) =
d(x, sn)

1 + d(x, sn)
, x ∈ S , n ∈ N .

Es ist eine schöne Übung zu sehen, dass dies ein Homöomorphismus ist. �

Nun ist [0, 1] kompakt. Tatsächlich ist auch [0, 1]N kompakt. Ist (K, d) ein
kompakter metrischer Raum, so ist die Metrik d offenbar beschränkt:

sup
x,y∈K

d(x, y) <∞ .

Auf KN definieren wir

d̄(x, y) :=
∞∑

i=1

d(xi, yi)

2i

für x = (xi)i und y = (yi)i. Dann ist d̄ eine Metrik und eine Folge in (KN, d̄)
konvergiert genau dann, wenn alle ihre Komponenten konvergieren. Es gilt

A.5 Satz (von Tychonov) (KN, d̄) ist kompakt.

Beweis(skizze): (Diagonalfolgen-Verfahren) Sei (xn)n =
(
(xn

i )i

)
n

eine Folge in

KN. Wir wählen eine Teilfolge (xn1,m)m, so dass (x
n1,m

1 )m konvergiert, dann
eine Teilfolge (xn2,m)m dieser Folge, so dass (x

n2,m

2 )m konvergiert, etc. Dann
konvergiert (xnm,m)m. �

Also ist nach Lemma A.4 und Satz A.5 ein separabler metrischer Raum
homöomorph zu einer Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes. Wir
gehen zu dieser Teilmenge über und wählen die Relativtopologie (eine Menge
O ist offen, wenn O = [0, 1]N ∩ O′ mit O′ offen in [0, 1]N gilt).

Beweis von Satz A.1: Wir fassen den separablen metrischen Raum entspre-
chend der Vorbetrachtung als Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes
S̃ auf. Für µ ∈ M1(S) definieren wir µ̃ ∈ M1(S̃) durch

µ̃(A) := µ(A ∩ S) , A ∈ BS̃ .

Mit Lemma A.2 hat (µ̃n)n eine konvergente Teilfolge (µ̃nk
)k, die schwach gegen

ein W-Maß ν auf S̃ konvergiert. Für r ∈ N wähle eine kompakte Menge Kr ⊂ S
mit

µnk
(Kr) ≥ 1 − 1

r
∀k .
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Da Kr kompakt in S ist, ist Kr kompakt in S̃, also auch in BS̃ und

µ̃nk
(Kr) = µnk

(Kr) für r, k ∈ N .

Nach dem Satz von Portmanteau gilt

lim sup
n→∞

µ̃nk
(Kr) ≤ ν(Kr) , r ∈ N .

Dann folgt auch ν(Kr) ≥ 1 − 1/r für r ∈ N.

Sei E0 :=
⋃

r Kr, dann ist E0 ⊂ S, E0 ∈ BS̃ und ν(E0) = 1. Wir behaupten
nun, dass es ein µ ∈ M1(S) gibt mit µ̃ = ν.

Es ist BS = BS̃∩S. Für jedes A ∈ BS existiert ein B1 ∈ BS̃ mit A = B1∩S.
Sei µ(A) := ν(B1). Wenn B2 ∈ BS̃ und A = B2∩S, dann ist B1∆B2 ⊂ Sc ⊂ Ec

0

und ν(B1∆B2) = 0, also ν(B1) = ν(B2), also ist µ(A) wohldefiniert.

Es sei nun (Ai)i mit Ai = Bi∩S, i ∈ N, eine Folge von disjunkten Mengen
mit Bi ∈ BS̃, i ∈ N. Da Bi ∩ E0 ⊂ Bi ∩ S für alle i, sind die Bi ∩ E0 auch
disjunkt. Also

µ
(⋃

i

Ai

)
= ν

(⋃

i

Bi

)
= ν
(⋃

i

(Bi ∩ E0)
)

=
∑

i

ν(Bi ∩ E0) =
∑

i

ν(Bi) =
∑

i

µ(Ai) .

Also ist µ ein W-Maß mit µ̃ = ν.

Sei C eine abgeschlossene Menge in S. Dann existiert ein D abgeschlossen
in S̃ mit C = D ∩ S. Da µ̃nk

w−→ µ̃, folgt

lim sup
k→∞

µnk
(C) = lim sup

k→∞
µ̃nk

(D) ≤ µ̃(D) = µ(C) .

Der Satz von Portmanteau liefert µnk

w−→ µ. Damit ist der erste Teil des Satzes
bewiesen.

Sei nun S vollständig und separabel und µn
w−→ µ. Da S separabel ist,

existiert eine Folge offener Bälle Bn1, Bn2, . . . mit Radius 1/n, so dass

S =

∞⋃

j=1

Bnj , n ∈ N .

Wir zeigen nun, dass für jedes δ > 0 ein kn ∈ N existiert mit

µi

( kn⋃

j=1

Bnj

)
> 1 − δ , i ∈ N .
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Angenommen, dies stimmt nicht. Also existiert ein δ0 > 0 und Folgen i1 <
i2 < · · · und k1 < k2 < · · · mit

µim

( km⋃

j=1

Bnj

)
≤ 1 − δ0 für m = 1, 2, . . .

Es gilt
⋃kr

j=1Bnj ⊂
⋃km

j=1Bnj für m ≥ r, also

µim

( kr⋃

j=1

Bnj

)
≤ µim

( km⋃

j=1

Bnj

)
≤ 1 − δ0

für m ≥ r.

Da µim
w−→ µ und

⋃kr

j=1Bnj offen, sagt der Satz von Portmanteau

µ
( kr⋃

j=1

Bnj

)
≤ lim inf

m→∞
µim

( kr⋃

j=1

Bnj

)
≤ 1 − δ0 .

Für r → ∞ folgt µ(S) ≤ 1 − δ0. Ein Widerspruch!

Sei nun n ∈ N fest und δ = ε/2n und kn so gewählt, dass

µi

( kn⋃

j=1

Bnj

)
> 1 − ε

2n
, i ∈ N .

Sei Cn :=
⋃kn

j=1 B̄nj und K :=
⋂∞

n=1 Cn. Dann folgt µi(K) > 1 − ε für alle
i ∈ N. Tatsächlich ist K kompakt:

Da die Cn abgeschlossen sind, ist auch K abgeschlossen. (xn)n sei eine
Folge in K. Da K ⊂ C1, existiert ein n1 ≤ k1, so dass K∩B̄1n1 =: K1 unendlich
viele der xi enthält. Da K1 ⊂ C2, existiert ein n2 ≤ k2, so dass K1∩B̄2n2 =: K2

unendlich viele der xi enthält. Wir gelangen so zu einer Kette K1 ⊃ K2 ⊃ . . . ,
und jedes Kj enthält unendlich viele der xi. Nun ist Kj ⊂ B̄jnj

, also ist der
Durchmesser von Kj kleiner-gleich 2/j, j ∈ N. Nun liefert die Vollständigkeit
von S ∞⋂

j=1

Kj = {x0} , x0 ∈ S .

Nun enthält ein Ball um x0 ein Kj für j hinreichend groß, also enthält der
Ball unendlich viele der xi. x0 ist also Limespunkt der Folge (xn)n, also ist K
kompakt und der Satz ist bewiesen. �
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